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MÐ ��U

1. L½ do chån �· t i
C¡c �ành lþ �iºm b§t �ëng l  c¡c c¥u tr£ líi cho mët b i to¡n têng

qu¡t sau �¥y: Cho C l  mët tªp con cõa khæng gianX, f l  mët ¡nh x¤
tø C v o X. Ph£i �°t nhúng �i·u ki»n n o tr¶n C,X v  f �º câ thº
kh¯ng sü tçn t¤i cõa mët �iºm x0 trong C sao cho f(x0) = x0 . �iºm x0

nh÷ vªy gåi l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ f .
�¸n nay, lþ thuy¸t �iºm b§t �ëng �¢ ra �íi kho£ng mët th¸ k�. Nhúng

�ành lþ �iºm b§t �ëng nêi ti¸ng �¢ xu§t hi»n tø �¦u th¸ k� 20, trong �â
ph£i kº �¸n nguy¶n lþ �iºm b§t �ëng Brouwer (1912) v  nguy¶n lþ ¡nh
x¤ co Banach (1922).

Nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach (1922) l  k¸t qu£ khði �¦u cho lþ
thuy¸t �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ d¤ng co, tùc l  ¡nh x¤ tho£ m¢n
d
(
f(x), f(y)

)
≤ kd(x, y) nh÷ng k câ thº khæng ph£i l  h¬ng sè cõa ¡nh

x¤ co m  k = 1, ho°c k l  mët sè d÷ìng tuý þ, hay k = k
(
d(x, y)

)
l 

mët h m sè bà ch°n, ... Nhúng nghi¶n cùu d¤ng n y hi»n �ang r§t sæi
�ëng, �÷ñc sü quan t¥m nghi¶n cùu cõa c¡c nh  to¡n håc trong v  ngo i
n÷îc.

Vîi mong muèn l m rã mët sè k¸t qu£ �¤t �÷ñc trong [6], [7], x¥y
düng mët sè �ành l½ �iºm b§t �ëng theo h÷îng nghi¶n cùu nh÷ tr¶n b¬ng
c¡ch x²t trong khæng gian m¤nh hìn (khæng gian si¶u metric �¦y), v 
nghi¶n cùu c¡c ùng döng cõa chóng, nh§t l  ùng döng nguy¶n lþ ¡nh x¤
co Banach trong c¡c b i to¡n v· d¢y sè, v· ph÷ìng tr¼nh m  chóng tæi
nhªn th§y h¦u nh÷ ch÷a câ t i li»u hi»n h nh n o vi¸t mët c¡ch câ h»
thèng, s¥u sc. Chóng tæi �¢ lüa chån �· t i � Mët sè �ành lþ �iºm b§t
�ëng trong khæng gian metric �¦y v  ùng döng� .
2. Têng quan t¼nh h¼nh nghi¶n cùu thuëc l¾nh vüc cõa �· t i

Lþ thuy¸t �iºm b§t �ëng �ang thu hót s÷ quan t¥m cõa �æng �£o
c¡c nh  to¡n håc trong v  ngo i n÷îc theo nhi·u h÷îng nghi¶n cùu kh¡c
nhau, nh÷: mð rëng lîp ¡nh x¤, thay �êi khæng gian: mð rëng khæng gian
ho°c l m m¤nh khæng gian. Nghi¶n cùu theo h÷îng mð rëng lîp ¡nh x¤,
ð ngo i n÷îc ph£i kº �¸n B.E. Rhoades, Binayak S. Choudhury*, M.A.

1



Geraghty, J.J.Neito, R.R. Lopez, vîi c¡c cæng tr¼nh �÷ñc cæng bè trong
[5], [6], [7]...Ð trong n÷îc nghi¶n cùu theo h÷îng n y ph£i kº �¸n TS.
Nguy¹n Thà Thanh H , TS. �é Hçng T¥n, ...
3. Möc ti¶u v  nhi»m vö nghi¶n cùu

- X¥y düng mët sè �ành lþ �iºm b§t �ëng trong khæng gian metric
�¦y cõa lîp ¡nh x¤ Lipschitz, lîp ¡nh x¤ co, lîp ¡nh x¤ co y¸u.

- Nghi¶n cùu mët sè ùng döng cõa nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach trong
To¡n håc cao c§p v  To¡n håc sì c§p.

- X¥y düng mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n �iºm b§t �ëng.
4. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu
• �èi t÷ñng nghi¶n cùu: �nh x¤ Lipschitz, ¡nh x¤ co, ¡nh x¤ co y¸u;
khæng gian metric �¦y, khæng gian si¶u metric �¦y.
• Ph¤m vi nghi¶n cùu:

+ �ành lþ v· sü tçn t¤i, duy nh§t �iºm b§t �ëng cõa c¡c lîp ¡nh x¤
tr¶n trong khæng gian metric �¦y, khæng gian si¶u metric �¦y.

+ Ùng döng cõa c¡c k¸t qu£ tr¶n trong To¡n håc cao c§p v  To¡n
håc sì c§p.
5. C¡ch ti¸p cªn v  ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu
• C¡ch ti¸p cªn: Dòng cæng cö gi£i t½ch nghi¶n cùu sü tçn t¤i, duy
nh§t �iºm b§t �ëng cõa lîp ¡nh x¤ co, lîp ¡nh x¤ co y¸u, lîp ¡nh x¤
Lipschitz trong khæng gian metric �¦y, khæng gian sieu metric �¦y. Tr¶n
cì sð c¡c k¸t qu£ thu �÷ñc, nghi¶n cùu ùng döng cõa chóng trong To¡n
håc cao c§p v  To¡n håc sì c§p.
• Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu: Nghi¶n cùu lþ thuy¸t.
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Ch÷ìng 1

Mët sè ki¸n thùc cì b£n

Trong ch÷ìng n y chóng tæi s³ tr¼nh b y nhúng ki¸n thùc cì b£n
cõa khæng gian metric: �ành ngh¾a khæng gian metric, sü hëi tö trong
khæng gian metric, khæng gian metric �¦y, khæng gian metric compat,
c¡c khæng gian metric �÷ñc sû döng ð trong ch÷ìng 3 công �÷ñc chóng
tæi �÷a v o. Ngo i ra chóng tæi cán tr¼nh b y v· khæng gian si¶u metric.

1.1 �ành ngh¾a khæng gian metric

1.1.1 �ành ngh¾a

�ành ngh¾a 1.1.1. Gi£ sû X l  mët tªp kh¡c réng. H m sè d : X×X →
R �÷ñc gåi l  mët metric hay mët kho£ng c¡ch tr¶n X n¸u c¡c t½nh ch§t
sau �÷ñc tho£ m¢n:
M1) d(x, y) ≥ 0 vîi måi x, y ∈ X v  d(x, y) = 0⇔ x = y

M2) d(x, y) = d(y, x) vîi måi x, y ∈ X
M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) vîi måi x, y, z ∈ X (B§t �¯ng thùc tam
gi¡c )

N¸u d l  mët metric tr¶n X th¼ ta c°p (X, d) �÷ñc gåi l  mët khæng
gian metric. �æi khi ta vi¸t � khæng gian metric X� thay cho khæng gian
metric (X, d). Méi ph¦n tû cõa X gåi l  mët �iºm. Sè d(x, y) gåi l 
metric hay kho£ng c¡ch giúa hai �iºm x v  y.

Nhªn x²t 1.1.2. Tø c¡c t½nh ch§t tr¶n d¹ d ng suy ra vîi 4 �iºm
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x, y, z, t ∈ X ta câ

|d(x, y)− d(x, z)| ≤ d(y, z)

|d(x, y)− d(z, t)| ≤ d(x, z) + d(y, t)

1.1.2 V½ dö

V½ dö 1.1.3. Cho X l  mët tªp kh¡c réng b§t k¼. H m sè d x¡c �ành
tr¶n X ×X �÷ñc cho bði:

d(x, y) =

0 n¸u x = y

1 n¸u x 6= y

l  mët metric tr¶n X, metric n y gåi l  metric ríi r¤c tr¶n X. Khæng
gian metric (X, d) gåi l  khæng gian ríi r¤c.

V½ dö 1.1.4. H m sè d(x, y) = |x−y| l  mët metric tr¶n tªp sè thüc R,
v  gåi l  metric thæng th÷íng tr¶n R. Tªp sè thüc còng vîi metric thæng
th÷íng gåi l  �÷íng th¯ng thüc.

V½ dö 1.1.5. Gi£ sû Rk l  khæng gian vectì thüc k chi·u. Vîi méi hai
ph¦n tû x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) cõa Rk, ta �ành ngh¾a

d1(x, y) =
k∑
i=1

|xi − yi|

d2(x, y) =

√√√√ k∑
i=1

|xi − yi|2

d∞(x, y) = max
1≤i≤k

|xi − yi|

Khi �â d1, d2, d∞ l  nhúng metric tr¶n Rk.
Metric d2 ð tr¶n gåi l  metric Euclid tr¶n Rk; vîi metric n y Rk gåi l 
khæng gian Euclid k chi·u

V½ dö 1.1.6. K½ hi»u C[a, b] = {x : [a, b] → R : x li¶n töc} . X²t h m
sè d : C[a, b]× C[a, b]→ R cho bði

d(x, y) = sup
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|

Khi �â d l  metric tr¶n C[a, b].
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V½ dö 1.1.7. Gi£ sû M l  mët tªp con kh¡c réng b§t k¼ cõa khæng gian
metric (X, d). Khi �â h m sè

dM = d|M×M

l  mët metric tr¶n tªp hñp M . Khæng gian metric (M,dM) gåi l  khæng
gian con cõa khæng gian metric (X, d); dM gåi l  metric c£m sinh bði
metric d tr¶n M

1.2 Sü hëi tö trong khæng gian metric

�ành ngh¾a 1.2.1. Gi£ sû {xn} l  mët d¢y �iºm trong khæng gian metric
(X, d). Ta nâi d¢y {xn} hëi tö �¸n �iºm x ∈ X n¸u lim

n→∞
d(xn, x) = 0,

ngh¾a l , vîi måi sè ε > 0 cho tr÷îc tçn t¤i sè tü nhi¶n nε sao cho

d(xn, x) < ε, vîi måi n ≥ nε

Khi �â, �iºm x ∈ X gåi l  giîi h¤n cõa d¢y {xn} v  vi¸t
lim
n→∞

xn = x ho°c xn → x(n→∞)

Mët d¢y gåi l  hëi tö n¸u nâ câ mët giîi h¤n n o �â. Mët d¢y khæng hëi
tö �÷ñc gåi l  ph¥n k¼.

M»nh �· 1.2.2. Trong khæng gian metric giîi h¤n cõa méi d¢y hëi tö
l  duy nh§t.

Chùng minh. Gi£ sû d¢y {xn} trong khæng gian metric (X, d) hëi tö �¸n
hai �iºm ph¥n bi»t x, y. Ta câ

0 < d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y)→ 0(n→∞)

M»nh �· 1.2.3. Trong khæng gian metric (X, d), n¸u xn → x v  yn → y

khi n→∞, th¼ d(xn, yn)→ d(x, y) khi n→∞

Chùng minh. Xu§t ph¡t tø b§t �¯ng thùc

0 ≤ |d(xn, yn)− d(x, y)| ≤ d(xn, x) + d(yn, y)

Cho n→∞ suy ra �i·u ph£i chùng minh
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V½ dö 1.2.4. Sü hëi tö tr¶n �÷íng th¯ng thüc R l  sü hëi tö cõa d¢y sè
theo ngh¾a thæng th÷íng.

V½ dö 1.2.5. Trong khæng gian metric Euclid Rk, sü hëi tö cõa d¢y
x(n) = (xn1 , x

n
2 , · · · , xnk) �¸n �iºm x = (x1, x2, · · · , xk) câ ngh¾a l 

d2(x
n, x) =

√√√√ k∑
i=1

(xni − xi)2 → 0

�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi xni → xi(i = 1, 2, · · · , k). Vªy sü hëi tö trong
khæng gian Euclid Rk l  sü hëi tö theo to¤ �ë.

1.3 �nh x¤ li¶n töc

Cho f : X → Y l  mët ¡nh x¤ tø khæng gian metric (X, d) v o khæng
gian metric (Y, ρ)

�ành ngh¾a 1.3.1. �nh x¤ gåi l  li¶n töc t¤i �iºm x0 ∈ X n¸u vîi måi
sè ε > 0 tçn t¤i sè δ > 0 sao cho vîi måi x ∈ X tho£ m¢n d(x, x0) < δ

ta �·u câ ρ
(
f(x), f(x0)

)
< ε.

Bê �· 1.3.2. �nh x¤ f li¶n töc t¤i �iºm x0 khi v  ch¿ khi vîi måi d¢y
{xn} ∈ X, xn → x0 k²o theo f(xn)→ f(x0).

Chùng minh. (⇒) Gi£ sû f l  ¡nh x¤ li¶n töc t¤i x0, {xn} ⊂ X v  xn →
x0. Ta chùng minh f(xn) hëi tö �¸n f(x0). L§y ε > 0 b§t k¼. V¼ f li¶n
töc t¤i x0 n¶n tçn t¤i sè δ > 0 sao cho vîi måi x ∈ X, n¸u d(x, x0) < δ

th¼ d
(
f(x), f(x0)

)
< ε. M°t kh¡c, do xn → x0 n¶n tçn t¤i n0 ∈ N sao cho

d(xn, x0) < δ vîi måi n ≥ n0. Tø �â d
(
f(x), f(x0)

)
< ε vîi måi n ≥ n0.

Vªy f(xn)→ f(x0).
(⇐) Gi£ sû måi d¢y {xn} ⊂ X, xn → x0 �·u k²o theo f(xn)→ f(x0).

ta ph£i chùng minh f li¶n töc t¤i x0.
Ph£n chùng: Gi£ sû f khæng li¶n töc t¤i x0. Khi �â tçn t¤i sè ε0 > 0

�º vîi måi δ > 0, tçn t¤i xδ ∈ X sao cho d
(
f(x), f(x0)

)
< δ nh÷ng

d
(
f(xδ, f(x)

)
≥ ε0. Do �â, Vîi méi n ∈ N∗, tçn t¤i xn ∈ X �º d(xn, x0) <

1

n
v  d

(
f(xn), f(x0)

)
≥ ε0. Suy ra xn → x0 nh÷ng f(xn) → f(x0). �i·u

n y tr¡i gi£ thi¸t. Vªy f li¶n töc t¤i x0.
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1.4 Khæng gian metric �¦y

�ành ngh¾a 1.4.1. Mët d¢y �iºm {xn} trong khæng gian metric (X, d)

gåi l  mët d¢y Cauchy hay d¢y cì b£n n¸u

lim
m,n→∞

d(xm, xn) = 0

, ngh¾a l , vîi måi sè ε > 0 tçn t¤i sè tü nhi¶n nε sao cho
d(xm, xn) < ε vîi måi n,m ≥ nε

�ành ngh¾a 1.4.2. Khæng gian metric (X, d) gåi l  mët khæng gian �¦y
(hay �õ) n¸u måi d¢y Cauchy trong X �·u hëi tö.

V½ dö 1.4.3. Trong gi£i t½ch cê �iºn ta �¢ bi¸t måi d¢y sè thüc l  d¢y
Cauchy �·u hëi tö, n¶n �÷íng th¯ng thüc l  khæng gian metric �¦y. V¼
sü hëi tö trong khæng gian Euclid Rk l  sü hëi tö theo to¤ �ë n¶n tø t½nh
�¦y cõa R d¹ d ng suy ra Rk l  khæng gian �¦y.

V½ dö 1.4.4. Khæng gian C[a, b] vîi metric sup l  �¦y.

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû {xn} l  d¢y Cauchy trong C[a, b]. Khi �â,
vîi måi ε > 0, tçn t¤i sè tü nhi¶n nε sao cho

d(xm, xn) = sup
t∈[a,b]

|xm(t)− xn(t)| < ε,∀m,n ≥ nε,∀t ∈ [a, b]

Suy ra
|xm(t)− xn(t)| < ε,∀m,n ≥ nε,∀t ∈ [a, b] (1.1)

Tø �¥y suy ra, vîi méi t ∈ [a, b] cè �ành, d¢y {xn(t)} l  mët d¢y Cauchy
trong R, do �â nâ câ giîi h¤n l  mët sè thüc x(t) n o �â. B¥y gií trong
b§t �¯ng thùc (1.1) tr¶n cho m→∞ ta �÷ñc

|x(t)− xn(t)| ≤ ε,∀n ≥ nε,∀t ∈ [a, b] (1.2)

�i·u n y chùng tä d¢y h m li¶n töc {xn} hëi tö �·u �¸n h m x tr¶n
[a, b]. Do �â x công li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b]. Hìn núa, tø (1.2) ta công
nhªn �÷ñc

d(x, xn) ≤ ε,∀n ≥ nε

Do �â {xn} hëi tö �¸n x trong C[a, b].
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V½ dö 1.4.5. Cho (X, d) l  mët khæng gian metric �¦y, A l  tªp con
�âng trong X. Khi �â khæng gian metric (A, dA) l  khæng gian metric
�¦y, vîi dA l  metric c£m sinh bði metric d.

1.5 Khæng gian metric compact

Cho (X, d) l  mët khæng gian metric v  A l  mët tªp con cõa X

�ành ngh¾a 1.5.1. Tªp con A gåi l  compact n¸u måi d¢y {xn} trong
A �·u chùa mët d¢y con xnk hëi tö �¸n mët �iºm x ∈ A.
N¸u tªp X l  tªp compact th¼ ta nâi X l  khæng gian compact.

M»nh �· 1.5.2. Mët tªp compact th¼ �âng. Mët tªp con �âng cõa mët
tªp compact th¼ compact.

Chùng minh. Cho A l  mët tªp con compact. Gi£ sû {xn} l  mët d¢y
trong A, xn → x ∈ X. V¼ A compact n¶n d¢y {xn} câ chùa d¢y con
{xnk} sao cho xnk → y ∈ A. Nh÷ng d¢y con {xnk} công hëi tö �¸n x n¶n
x = y ∈ A. Vªy A l  �âng.

B¥y gií gi£ sû B l  mët tªp con �âng cõa tªp compact A. L§y d¢y
{xn} trong B. V¼ {xn} công l  mët d¢y trong A v  A compact, n¶n câ
d¢y con {xnk} hëi tö �¸n x ∈ A. Do B �âng n¶n x ∈ B. Vªy B l  tªp
compact

Nhªn x²t 1.5.3. Khæng gian metric compact l  khæng gian metric �¦y

V½ dö 1.5.4. Trong �÷íng th¯ng thüc R, �o¤n [a, b] l  tªp compact

�ành lþ 1.5.5. (Hausdorff) Trong khæng gian metric �¦y mët tªp con
l  compact khi v  ch¿ khi nâ �âng v  ho n to n bà ch°n.

M»nh �· 1.5.6. Trong khæng gian Euclid húu h¤n chi·u Rk, mët tªp
con l  compact khi v  ch¿ khi nâ �âng v  bà ch°n.

1.6 Khæng gian si¶u metric

�ành ngh¾a 1.6.1. Cho X l  mët tªp kh¡c réng. H m sè ρ : X×X → R
gåi l  mët si¶u metric tr¶n X n¸u c¡c t½nh ch§t sau tho£ m¢n:
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S1) ρ(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ X, v  ρ(x, y) = 0⇔ x = y;
S2) ρ(x, y) = ρ(y, x),∀x, y ∈ X;
S3) ρ(x, z) ≤ max{ρ(x, y), ρ(y, z)},∀x, y, z ∈ X

Tªp hñp X còng vîi si¶u metric ρ tr¶n nâ gåi l  mët khæng gian si¶u
metric, k½ hi»u (X, ρ). Méi ph¦n tû thuëc (X, ρ) �÷ñc gåi l  mët �iºm.

V½ dö 1.6.2. Gi£ sû X l  tªp sè thüc R, E l  tªp t§t c£ c¡c d¢y væ
h¤n x = {xn}n≥1 nhúng ph¦n tû cõa X. Vîi méi c°p ph¦n tû kh¡c nhau
x = {x}n≥1, y = {yn}n≥1cõa tªp hñp E, gi£ sû k(x, y) l  sè n nhä nh§t
sao cho xn 6= yn. Ta �°t

ρ(x, y) =


1

k(x, y)
, n¸u x 6= y

0, n¸u x = y
(1.3)

Khi �â ρ l  mët si¶u metric trong E

Chùng minh. Do n ≥ 1 n¶n k(x, y) > 0,∀x, y ∈ X.
Theo �ành ngh¾a cõa ρ th¼ ρ(x, y) = 0⇔ x = y

Công tø �ành ngh¾a cõa ρ d¹ d ng suy ra ρ(x, y) = ρ(y, x).∀x, y ∈ X
Ta chùng minh ρ tho£ m¢n t½nh ch§t S3, tùc l 

ρ(x, z) ≤ max{ρ(x, y), ρ(y, z)},∀x, y, z ∈ X (1.4)

- N¸u x = y ho°c y = z ho°c x = z th¼ (1.4) �óng
- N¸u x 6= y, y 6= z, x 6= z �°t k∗ = min{k(x, y), k(y, z)}. Theo �ành
ngh¾a cõa k(x, y) ta câ

xn = yn,∀n < k∗

Do �â
ρ(x, z) =

1

k∗
= max{ρ(x, y), ρ(y, z)}

M»nh �· 1.6.3. Måi khæng gian si¶u metric �·u l  khæng gian metric.

Chùng minh. Tø ti¶n �· S3 ta suy ra

ρ(x, z) ≤ max{ρ(x, y), ρ(y, z)} ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z),∀x, y, z ∈ X

K¸t hñp vîi 2 ti¶n �· S1 v  S2 th¼ ρ l  mët metric tr¶n X. Do �â (X, ρ)

công l  khæng gian metric
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Nhªn x²t 1.6.4. �i·u ng÷ñc l¤i cõa m»nh �· 1.6.3 khæng �óng, tùc l 
n¸u (X, d) l  khæng gian metric th¼ câ thº nâ khæng l  khæng gian si¶u
metric.
Ch¯ng h¤n: Tr¶n X = R, ta �°t d(x, y) = |x− y|,∀x, y ∈ R. Khi �â d l 
mët metric tr¶n X. Tuy nhi¶n d khæng ph£i l  mët si¶u metric tr¶n X.
Thªt vªy, n¸u ta chån

x = 1, y = 2, z = 3

th¼ d(x, z) = 2, d(x, y) = 1, d(y, z) = 1. Do �â

d(x, z) > max{d(x, y), d(y, z)}

Nh÷ vªy ti¶n �· S3 khæng �÷ñc tho£ m¢n. Do �â d khæng ph£i l  si¶u
metric tr¶n X.
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Ch÷ìng 2

Mët sè �ành l½ �iºm b§t �ëng trong

khæng gian metric �¦y

Trong ch÷ìng n y, tr¶n cì sð c¡c b i b¡o [6], [7] chóng tæi s³ tr¼nh
b y �ành l½ �iºm b§t �ëng trong khæng gian metric �¦y cõa lîp ¡nh x¤
co y¸u, lîp ¡nh x¤ Lipschitz. �èi vîi lîp ¡nh x¤ co �÷ñc chóng tæi ph¥n
t½ch k¾ h¬ng sè co. Ngo i ra, chóng tæi cán x¥y düng mët sè �ành l½ �iºm
b§t �ëng trong khæng gian si¶u metric �¦y.

2.1 �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ co

�ành ngh¾a 2.1.1. Cho X l  mët khæng gian metric. �iºm x ∈ X gåi
l  mët �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ f tø khæng gian metric X v o ch½nh
nâ n¸u f(x) = x

�ành ngh¾a 2.1.2. �nh x¤ f tø khæng gian metric (X, d) v o ch½nh nâ
gåi l  mët ¡nh x¤ co n¸u câ sè k, 0 ≤ k < 1, sao cho

d
(
f(x), f(y)

)
≤ kd(x, y)vîi måi x, y ∈ X

Nhªn x²t 2.1.3. �nh x¤ co l  ¡nh x¤ li¶n töc

Thªt vªy, l§y �iºm b§t k¼ x0 ∈ X. Vîi méi ε > 0, chån δ =
ε

k + 1
.

Khi �â, vîi måi x ∈ X tho£ m¢n d(x, x0) < δ ta d·u câ

d
(
f(x), f(x0)

)
≤ kd(x, x0) ≤ kδ =

kε

k + 1
< ε
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Do �â, f li¶n töc t¤i x0, m  x0 tuý þ thuëc X n¶n f li¶n töc.

�ành lþ 2.1.4. (Nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach). Mët ¡nh x¤ co �i tø
khæng gian metric �¦y v o ch½nh nâ bao gií công câ mët �iºm b§t �ëng
duy nh§t.

Chùng minh. Gi£ sû (X, d) l  mët khæng gian metric �¦y v  f : X → X

l  ¡nh x¤ tho£ m¢n

d
(
f(x), f(y)

)
≤ kd(x, y),∀x, y ∈ X (2.1)

vîi h¬ng sè k n o �â, 0 ≤ k < 1.

L§y �iºm b§t k¼ x0 ∈ X. X¥y düng d¢y {xn} x¡c �ành bði

xn = f(xn−1), n ≥ 1 (2.2)

Tø (2.1) suy ra

d(xn, xn+1) = d
(
f(xn−1), f(xn)

)
≤ kd(xn−1, xn),∀n ≥ 1

Sû döng �i·u n y li¶n ti¸p ta nhªn �÷ñc

d(xn, xn+1) ≤ kd(xn−1, xn) ≤ k2d(xn−2, xn−1) ≤ · · · ≤ knd(x0, x1),∀n ≥ 1

Tø �¥y, vîi måi n, p ≥ 1, ta câ

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+p−1, xn+p)

≤ (kn + kn+1 + · · ·+ kn+p−1)d(x0, x1)

= kn
1− kp

1− k
d(x0, x1) ≤ kn

d(x0, x1)

1− k
→ 0(n→∞)

�i·u n y chùng tä {xn} l  mët d¢y Cauchy trong X, m  X �¦y n¶n
xn → x∗ ∈ X. V¼ ¡nh x¤ co l  li¶n töc, n¶n l§y giîi h¤n hai v¸ cõa (2.2)
khi n→∞ ta nhªn �÷ñc

x∗ = f(x∗)

Do �â x∗ l  mët �iºm b§t �ëng cõa f
Gi£ sû r¬ng ¡nh x¤ f cán câ mët �iºm b§t �ëng y∗ 6= x∗. Khi �â, ta

câ
0 < d(x∗, y∗) = d

(
f(x∗), f(y∗)

)
≤ kd(x∗, y∗)

Suy ra k ≥ 1 (�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t k < 1). Vªy x∗ l  �iºm
b§t �ëng duy nh§t cõa f v  �ành l½ �÷ñc chùng minh.
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Nhªn x²t 2.1.5.

1. Tø chùng minh nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach ta th§y n¸u ¡nh x¤ f�i
tø khæng gian metric �¦y v o ch½nh nâ l  ¡nh x¤ co th¼ d¢y x¡c �ành bðix0 ∈ X

xn = f(xn−1), n ≥ 1
(2.3)

s³ hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa ¡nh x¤ f . �i·u n y l m cì sð
cho vi»c gi£i mët sè b i to¡n v· d¢y sè ð ch÷ìng 3.

2. H» sè k trong ¡nh x¤ co l  mët h¬ng sè khæng phö thuëc v o tøng c°p
�iºm (x, y). N¸u k khæng ph£i h» sè chung cho måi c°p �iºm, ch¯ng h¤n
vîi méi c°p �iºm (x, y), x 6= y tçn t¤i sè d÷ìng kxy < 1 sao cho

d
(
f(x), f(y)

)
≤ kxyd(x, y)

th¼ nguy¶n l½ ¡nh x¤ co khæng cán �óng núa.
Thªt vªy. x²t h m sè f(x) =

π

2
+ x− arctanx, x ∈ R

Vîi méi c°p (x, y), x 6= y, gi£ sû x < y. Do f l  h m kh£ vi tr¶n R n¶n
f kh£ vi tr¶n �o¤n [x, y], theo �ành l½ Lagrange tçn t¤i cxy ∈ (x, y) sao
cho

|f(x)− f(y)| = |f ′(cxy)||x− y|

Ta câ

f
′
(x) =

x2

1 + x2
< 1, x ∈ R

Do �â
|f ′(cxy)| < 1

Tuy nhi¶n, f khæng câ �iºm b§t �ëng v¼ ph÷ìng tr¼nh f(x) = x væ
nghi»m.

3. Trong nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach, gi£ thi¸t X l  �¦y khæng thº bä
qua, v¼ câ nhúng ¡nh x¤ co �i tø khæng gian metric khæng �¦y v o ch½nh
nâ m  khæng câ �iºm b§t �ëng.

Thªt vªy, tªp X = (0,
1

3
] còng vîi metric c£m sinh bði metric thæng

th÷íng tr¶n �÷íng th¯ng thüc l  khæng gian metric khæng �¦y.
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X²t ¡nh x¤ f : X → X x¡c �ành bði f(x) = x2, x ∈ X.
Vîi ∀x, y ∈ X, ta câ

|f(x)− f(y)| = |x− y||x+ y| ≤ |x− y|(|x|+ |y|) ≤ 2

3
|x− y|

V¼
2

3
< 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co. Tuy nhi¶n ph÷ìng tr¼nh

x2 = x væ nghi»m tr¶n X

Do �â f khæng câ �iºm b§t �ëng.

�i·u g¼ s³ x£y ra khi k = 1 câ thº th§y c¥u tr£ líi trong v½ dö sau

V½ dö 2.1.6. Cho ¡nh x¤ f : R→ R x¡c �ành bði f(x) = x+ 1, x ∈ R.
Rã r ng

|f(x)− f(y)| = |x− y|,∀x, y ∈ R

nh÷ng f khæng câ �iºm b§t �ëng

V½ dö 2.1.7. Cho X = [1,+∞) l  khæng gian metric �¦y vîi metric

thæng th÷íng tr¶n R. X²t ¡nh x¤ f : X → X x¡c �ành bði f(x) = x+
1

x
.

Khi �â

d
(
f(x), f(y)

)
= |f(x)− f(y)|

= |(x+ 1

x
)− (y +

1

y
)|

= |x− y||1− 1

xy
|

< |x− y|,∀x, y ∈ X, x 6= y

Nh÷ng f khæng câ �iºm b§t �ëng v¼ ph÷ìng tr¼nh x +
1

x
= x væ nghi»m

tr¶n X.

Nh÷ vªy nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach thªm ch½ khæng mð rëng �÷ñc
�èi vîi lîp ¡nh x¤ rëng hìn mët chót d

(
f(x), f(y)

)
< d(x, y),∀x 6= y.

�º nguy¶n l½ ¡nh x¤ co v¨n th¼ �i·u ki»n bê sung �ìn gi£n nh§t l  t½nh
compact cõa khæng gian. Ta câ �ành l½ sau

�ành lþ 2.1.8. Cho (X, d) l  khæng gian metric compact, v  gi£ sû
f : X → X l  ¡nh x¤ tho£ m¢n d(f(x), f(y)) < d(x, y),∀x 6= y. Khi �â
f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.
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Chùng minh. Tø gi£ thi¸t ta câ d
(
f(x), f(y)

)
≤ 1,∀x, y ∈ X

X²t ¡nh x¤ ϕ : X → R x¡c �ành bði

ϕ(x) = d
(
x, f(x)

)
, x ∈ X

Vîi x, y ∈ Xta câ

ϕ(x)− ϕ(y) = d
(
x, f(x)

)
− d
(
y, f(y)

)
≤ d(x, y) + d

(
y, f(y)

)
+ d
(
f(y), f(x)

)
− d
(
y, f(y)

)
= d(x, y) + d

(
f(y), f(x)

)
≤ 2d(x, y)

Thay �êi vai trá cõa x v  y cho nhau ta �÷ñc

ϕ(y)− ϕ(x) ≤ 2d(x, y)

Do �â
|ϕ(y)− ϕ(x)| ≤ 2d(x, y),∀x, y ∈ X

Suy ra, ϕ li¶n töc. Do X l  compact n¶n ϕ �¤t �÷ñc gi¡ trà b² nh§t tr¶n
X t¤i x∗

min
x∈X

ϕ(x) = ϕ(x∗) = α ≥ 0

Suy ra
ϕ
(
f(x∗)

)
≥ ϕ(x∗) (2.4)

Gi£ sû α > 0. Khi �â ϕ(x∗) = d
(
x∗, f(x∗)

)
> 0. Suy ra f(x∗) 6= x∗

Do �â

ϕ
(
f(x∗)

)
= d
(
f(x∗), f

(
f(x∗)

))
< d
(
x∗, f(x∗)

)
= ϕ(x∗)(m¥u thu¨n vîi (2.4))

�i·u n y chùng tä f(x∗) = x∗, tùc l  x∗ l  �iºm b§t �ëng cõa f .
Rã r ng x∗ l  �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f , v¼ n¸u cán câ f(y∗) =

y∗, y∗ 6= x∗th¼

d(x∗, y∗) = d
(
f(x∗), f(y∗)

)
< d(x∗, y∗) (væ l½).

Vªy f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.
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2.2 �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ co y¸u

�ành ngh¾a 2.2.1. Cho (X, d) l  mët khæng gian metric. �nh x¤ f :

X → X �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ co y¸u n¸u

d
(
f(x), f(y)

)
< d(x, y)− φ

(
d(x, y)

)
,∀x 6= y

, trong �â φ : [0,+∞)→ [0,+∞) l  ¡nh x¤ li¶n töc v  khæng gi£m tho£
m¢n φ(t) = 0 n¸u v  ch¿ n¸u t = 0.

Nhªn x²t 2.2.2. �nh x¤ co y¸u l  ¡nh x¤ li¶n töc.

Thªt vªy, tø gi£ thi¸t ta suy ra

d
(
f(x), f(y)

)
≤ d(x, y),∀x, y ∈ X

L§y b§t k¼ x0 ∈ X. Vîi méi ε > 0 cho tr÷îc, tçn t¤i δ = ε sao cho vîi
måi x ∈ X tho£ m¢n d(x, x0) < δ ta �·u câ

d
(
f(x), f(x0)

)
≤ d(x, x0) < δ = ε

Do �â f li¶n töc t¤i x0, m  x0 ∈ X tuý þ, n¶n f li¶n töc.

�ành lþ 2.2.3. [6] Cho (X, d) l  khæng gian metric �¦y. Gi£ sû f : X →
X l  ¡nh x¤ co y¸u. Khi �â f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.

Chùng minh. L§y x0 ∈ X. Ta x¥y düng d¢y {xn} nh÷ sau

xn = f(xn−1), n ≥ 1 (2.5)

�°t pn = d(xn+1, xn), n ≥ 1. Tø gi£ thi¸t ta câ

pn+1 ≤ pn − φ(pn) ≤ pn,∀n ≥ 1 (2.6)

Do �â, d¢y {pn} l  d¢y gi£m. M°t kh¡c d¢y {pn} bà ch°n d÷îi bði 0 n¶n
hëi tö. Gi£ sû

lim
n→∞

pn = r ≥ 0

V¼ φ li¶n töc n¶n trong (2.6) cho n→∞ ta thu �÷ñc

r ≤ r − φ(r)
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Suy ra
φ(r) ≤ 0⇒ φ(r) = 0⇒ r = 0

Cè �ành ε > 0, chån N sao cho

d(xN , xN+1) ≤ min{ ε
2
, φ(

ε

2
)}

Chóng ta s³ ch¿ ra f l  ¡nh x¤ co tø h¼nh c¦u �âng B[xN , ε] v o ch½nh
nâ
+ Tr÷íng hñp 1: d(x, xN) ≤

ε

2
.

Ta câ

d
(
f(x), xN

)
≤ d
(
f(x), f(xN)

)
+ d
(
f(xN), xN

)
≤ d(x, xN)− φ

(
d(x, xN)

)
+ d(xN+1, xN)

≤ d(x, xN) + d(xN+1, xN)

≤ ε

2
+
ε

2
= ε

+ Tr÷íng hñp 2.
ε

2
< d(x, xN) ≤ ε

Do φ l  h m khæng gi£m n¶n φ
(
d(x, xN)

)
≥ φ(

ε

2
)

Suy ra

d
(
f(x), xN

)
≤ d(x, xN)− φ

(
d(x, xN)

)
+ d(xN+1, xN)

≤ d(x, xN)− φ(
ε

2
) + φ(

ε

2
)

≤ d(x, xN) ≤ ε

Nh÷ vªy f l  ¡nh x¤ �i tø h¼nh c¦u �âng B[xN , ε] v o ch½nh nâ. Do �â
xn ∈ B[xN , ε],∀n > N , tùc l 

d(xn, xN) < ε,∀n > N

Do �â
d(xm, xn) < 2ε,∀m,n > N

Suy ra, d¢y {xn} l  d¢y Cauchy, do �â nâ hëi tö �¸n x∗. Tø t½nh li¶n
töc cõa f , trong (2.5) cho n→∞ ta thu �÷ñc f(x∗) = x∗. Do �â, x∗ l 
�iºm b§t �ëng cõa f .

Gi£ sû y∗ l  �iºm b§t �ëng kh¡c x∗ cõa f . Tø gi£ thi¸t ta câ

d(x∗, y∗) = d
(
f(x∗), f(y∗)

)
< d(x∗, y∗)− φ

(
d(x∗, y∗)

)
< d(x∗, y∗)(væ l½)

Vªy f câ duy nh§t mët �iºm b§t �ëng.
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2.3 �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ Lipschitz

�ành ngh¾a 2.3.1. Cho (X, d) l  mët khæng gian metric. �nh x¤ f :

X → X �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ Lipschitz n¸u tçn t¤i sè k > 0 sao cho

d
(
f(x), f(y)

)
≤ kd(x, y)vîi måi x, y ∈ X

H¬ng sè k b² nh§t tho£ m¢n b§t �¯ng thùc tr¶n gåi l  h¬ng sè Lipschitz
cõa f

Nhªn x²t 2.3.2.

1. �nh x¤ co, ¡nh x¤ co y¸u l  ¡nh x¤ Lipschitz.

2. �nh x¤ Lipschitz l  ¡nh x¤ li¶n töc
Thªt vªy, l§y �iºm b§t k¼ x0 ∈ X. Vîi méi ε > 0 cho tr÷îc, tçn t¤i

δ =
ε

k
, sao cho vîi måi x ∈ X tho£ m¢n d(x, x0) < δ ta �·u câ

d
(
f(x), f(x0)

)
≤ kd(x, x0) < kδ =

kε

k
< ε

�ành lþ 2.3.3 (7). Cho (X, d) l  mët khæng gian metric �¦y. Gi£ sû
f : X → X l  ¡nh x¤ tho£ m¢n vîi méi n ≥ 1 th¼ fn l  ¡nh x¤ Lipschitz

vîi h¬ng sè Lipschitz kn, v 
+∞∑
n=1

kn < +∞. Chùng minh r¬ng f câ duy

nh§t �iºm b§t �ëng x∗, v  d¢y {fn(x)} → x∗(n→∞) vîi måi x ∈ X.

Chùng minh. X²t ¡nh x¤ ϕ : X → R x¡c �ành bði

ϕ(x) = d
(
x, f(x)

)
, x ∈ X.

Vîi x, y ∈ X, ta câ

ϕ(x)− ϕ(y) = d
(
x, f(x)

)
− d
(
y, f(y)

)
≤ d(x, y) + d

(
y, f(y)

)
+ d
(
f(y), f(x)

)
− d
(
y, f(y)

)
= d(x, y) + d

(
f(y), f(x)

)
≤ (1 + k1)d(x, y)

Thay �êi vai trá cõa x v  y ta �÷ñc

ϕ(y)− ϕ(x) ≤ (1 + k1)d(x, y)

Do �â
|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ (1 + k1)d(x, y),∀x, y ∈ X (2.7)
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Bði (2.7) n¶n ϕ li¶n töc. B¥y gií cè �ành x ∈ X. V¼ chuéi
+∞∑
n=1

kn hëi tö

n¶n kn → 0(n→∞).
Do �â

0 ≤ ϕ(fn(x)) = d
(
fn(x), fn+1(x)

)
≤ knd

(
x, f(x)

)
= knϕ(x) (2.8)

Trong (2.8) cho n→∞ ta �÷ñc lim
n→∞

ϕ(fn(x)) = 0

V¼ chuéi
+∞∑
n=1

kn hëi tö n¶n rn−1 =
+∞∑
i=n

kn → 0(n→∞).

Do �â vîi n ≥ 1, p ≥ 1, ta câ

d
(
fn(x), fn+p(x)

)
≤ d
(
fn(x), fn+1(x)

)
+ d
(
fn+1(x), fn+2(x)

)
+ · · ·+

+ d
(
fn+p−1(x), fn+p(x)

)
≤ (kn + kn+1 + · · ·+ kn+p−1)d

(
x, f(x)

)
≤ (

+∞∑
i=n

ki)ϕ(x)→ 0(n→∞)

Suy ra d¢y {fn(x)} l  d¢y Cauchy trong X. V¼ X �¦y n¶n {fn(x)} hëi
tö. Gi£ sû

lim
n→∞

fn(x) = x∗ ∈ X

Suy ra

d
(
x∗, f(x∗)

)
= ϕ(x∗) = lim

n→∞
ϕ
(
fn(x)

)
= 0⇒ f(x∗) = x∗

Do �â x∗ l  �iºm b§t �ëng cõa f
Gi£ sû y∗ ∈ X l  mët �iºm b§t �ëng cõa f . Khi �â, vîi méi n ≥ 1 ta câ

0 ≤ d(x∗, y∗) = d
(
fn(x∗), fn(y∗)

)
≤ knd(x

∗, y∗) (2.9)

Do kn → 0(n→∞), n¶n trong (2.9) cho n→∞ ta �÷ñc

d(x∗, y∗) = 0⇒ x∗ = y∗

Vªy x∗ l  �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f.

�ành ngh¾a 2.3.4. Mët tªp con Y ⊂ X �÷ñc gåi l  bà ch°n n¸u tho£
m¢n sup{d(x, y) : x, y ∈ X} < +∞
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�ành lþ 2.3.5. Gi£ sû f : X → X l  ¡nh x¤ tho£ m¢n vîi ∀n ≥ 1 th¼
fn l  ¡nh x¤ Lipschitz vîi h¬ng sè Lipschitz kn v  lim

n→∞
kn = 0. Khi �â

f câ duy nh§t mët �iºm b§t �ëng n¸u v  ch¿ n¸u tçn t¤i x ∈ X sao cho
tªp {fn(x) : n ≥ 1} bà ch°n. Hìn núa, n¸u f câ �iºm b§t �ëng x∗ th¼
∀x ∈ X d¢y {fn(x)} hëi tö �¸n x∗

7. Gi£ sû f câ �iºm b§t �ëng x∗. Do d¢y {kn} hëi tö n¶n bà ch°n, tùc
l  tçn t¤i M > 0 sao cho

kn ≤M, ∀n ≥ 1

Vîi måi x ∈ X ta câ

d
(
fn(x), x∗

)
= d
(
fn(x), fn(x∗)

)
≤ knd(x, x

∗)

≤Md(x, x∗),∀n ≥ 1

Vªy vîi méi x ∈ Xtªp {fn(x) : n ≥ 1} bà ch°n
Ng÷ñc l¤i, gi£ sû tçn t¤i x ∈ X sao cho {fn(x) : n ≥ 1} bà ch°n, suy

ra tçn t¤i c > 0 sao cho

d
(
fn(x), fm(x)

)
≤ c vîi måi m,n ≥ 1

Vîi n ≥ 2, p ≥ 1 ta câ

d
(
fn+p(x), fn(x)

)
= d
(
fn−1

(
f p+1(x)

)
, fn−1

(
f(x)

))
≤ kn−1d

(
f p+1(x), f(x)

)
→ 0(n→∞)

Do �â d¢y {fn(x)} l  d¢y Cauchy trong X. V¼ X �¦y n¶n d¢y {fn(x)}
hëi tö �¸n x∗ ∈ X
Ta câ

d
(
x∗, f(x∗)

)
≤ d
(
x∗, fn(x)

)
+ d
(
fn(x), f(x∗)

)
≤ d
(
x∗, fn(x)

)
+ k1d

(
fn−1(x), x∗

)
→ 0(n→∞)

⇒ f(x∗) = x∗ ⇒ f(x∗) = x∗.

Do �â x∗ l  �iºm b§t �ëng cõa f . Gi£ sû y∗ công l  �iºm b§t �ëng cõa
f . Khi �â

0 ≤ d(x∗, y∗) = d
(
f(x∗), f(y∗)

)
= · · · = d

(
fn(x∗), fn(y∗)

)
≤ knd(x

∗, y∗)→ 0(n→∞)

⇒ d(x∗, y∗) = 0⇒ x∗ = y∗
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Do �â x∗ l  �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f .

2.4 �iºm b§t �ëng trong khæng gian si¶u metric

�¦y

Trong ph¦n n y chóng tæi x¥y düng mët sè �ành l½ �iºm b§t �ëng trong
khæng gian si¶u metric �¦y. Tr÷îc ti¶n ta c¦n bê �· sau

Bê �· 2.4.1. Cho (X, ρ) l  mët khæng gian si¶u metric. �i·u ki»n c¦n
v  �õ �º {xn} l  d¢y Cauchy l :

lim
n→∞

ρ(xn, xn+1) = 0

Chùng minh. (⇒) Gi£ sû {xn} l  mët d¢y Cauchy. Khi �â vîi méi ε > 0

cho tr÷îc tçn t¤i nε sao cho

ρ(xm, xn) < ε,∀m,n ≥ nε

Do �â
ρ(xn, xn+1) < ε,∀n ≥ nε

Suy ra
lim
n→∞

ρ(xn, xn+1) = 0

(⇐) Ngüñc l¤i, gi£ sû

lim
n→∞

ρ(xn, xn+1) = 0

Khi �â, vîi méi ε > 0 cho tr÷îc, tçn t¤i nε sao cho

ρ(xn, xn+1) < ε,∀n ≥ nε

Tø �¥y vîi måi n ≥ nε, ∀p ≥ 1 ta câ

ρ(xn, xn+p) ≤ max{ρ(xn, xn+1), ρ(xn+1, xn+2), · · · , ρ(xn+p−1, xn+p)} < ε

Vªy {xn} l  d¢y Cauchy
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�ành lþ 2.4.2. Cho (X, ρ) l  khæng gian si¶u metric �¦y. Gi£ sû f :

X → X l  ¡nh x¤ tho£ m¢n

ρ2
(
f(x), f(y)

)
≤ ρ(x, y)φ

(
ρ(x, y)

)
,∀x, y ∈ X,

trong �â φ : [0,+∞) → [0,+∞) l  ¡nh x¤ li¶n töc tho£ m¢n c¡c �i·u
ki»n sau
(i) φ(t) = 0⇔ t = 0

(ii) φ(t) < t,∀t > 0

Khi �â, f câ duy nh§t mët �iºm b§t �ëng trong X.

Chùng minh. L§y �iºm b§t k¼ x0 ∈ X. X¥y düng d¢y {xn} x¡c �ành bði

xn = f(xn−1), n ≥ 1

+ N¸u xn = xn+1 vîi n n o �â th¼ f câ �iºm b§t �ëng.
+ N¸u xn 6= xn+1,∀n. Ta câ

ρ2(xn, xn+1) = ρ2
(
f(xn−1), f(xn)

)
≤ ρ(xn−1, xn)φ

(
ρ(xn−1, xn)

)
< ρ2(xn−1, xn)

Suy ra
ρ(xn, xn+1) < ρ(xn−1, xn),∀n ≥ 1

Do �â d¢y {ρ(xn, xn+1)} l  d¢y gi£m, m  d¢y n y bà ch°n d÷îi bði 0 n¶n
hëi tö. Gi£ sû

lim
n→∞

ρ(xn, xn+1) = r ≥ 0

Do φ li¶n töc n¶n tø b§t �¯ng thùc

ρ2(xn, xn+1) ≤ ρ(xn−1, xn)φ
(
ρ(xn−1, xn)

)
cho n→∞ ta thu �÷ñc

r2 ≤ rφ(r) (2.10)

N¸u r > 0 th¼ tø (2.10) ta suy ra r ≤ φ(r), �i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£
thi¸t φ(r) < r, ∀r > 0. Do �â r=0, tùc l 

lim
n→∞

ρ(xn, xn+1) = 0
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Theo bê �· 2.4.1 d¢y {xn} l  d¢y Cauchy, m  (X, ρ) l  khæng gian si¶u
metric �¦y n¶n d¢y n y hëi tö �¸n x∗ ∈ X
Ta câ

ρ2
(
f(x∗), xn+1

)
= ρ2

(
f(x∗), f(xn)

)
≤ ρ(x∗, xn)φ

(
ρ(x∗, xn)

)
≤ ρ2(x∗, xn)

(2.11)
Trong (2.11) cho n→∞ ta thu �÷ñc

ρ2
(
f(x∗), x∗

)
≤ 0⇒ ρ

(
f(x∗), x∗

)
= 0⇒ f(x∗) = x∗

Do �â x∗ l  �iºm b§t �ëng cõa f .
Gi£ sû f cán �iºm b§t �ëng y∗ 6= x∗. Khi �â

ρ2(y∗, x∗) = ρ2
(
f(y∗), f(x∗)

)
≤ ρ(y∗, x∗)φ

(
ρ(y∗, x∗)

)
< ρ2(y∗, x∗) (væ l½)

Vªy f câ �iºm b§t �ëng duy nh§t trong X.

�ành lþ 2.4.3. Cho (X, ρ) l  mët khæng gian si¶u metric �õ. Gi£ sû f :

X → X l  ¡nh x¤ tho£ m¢n ρ
(
f(x), f(y)

)
< ρ(x, y)−φ

(
ρ(x, y)

)
,∀x 6= y

trong �â φ : [0,+∞)→ [0,+∞) l  ¡nh x¤ li¶n töc v  tho£ m¢n φ(t) = 0

n¸u v  ch¿ n¸u t = 0. Khi �â f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng

Chùng minh. Tø gi£ thi¸t ta câ ρ
(
f(x), f(y)

)
≤ ρ(x, y),∀x, y ∈ X. Do

�â f li¶n töc. L§y b§t k¼ x0 ∈ X. Ta x¥y düng d¢y {xn} nh÷ sau

xn = f(xn−1), n ≥ 1 (2.12)

�°t pn = ρ(xn+1, xn), n ≥ 1. Chùng minh t÷ìng tü nh÷ �ành l½ 2.2.3 ta
thu �÷ñc

lim ρ(xn, xn+1) = 0

Do �â, theo bê �· 2.4.1 d¢y {xn} l  d¢y Cauchy trong X, m  X �¦y n¶n
d¢y {xn} hëi tö �¸n x∗ ∈ X. Tø t½nh li¶n töc cõa f , trong (2.12) cho
n→∞ ta thu �÷ñc f(x∗) = x∗. Do �â x∗ l  �iºm b§t �ëng cõa f .

Gi£ sû y∗ l  �iºm b§t �ëng kh¡c x∗ cõa f . Tø gi£ thi¸t ta câ

ρ(x∗, y∗) = ρ
(
f(x∗), f(y∗)

)
< ρ(x∗, y∗)− φ

(
ρ(x∗, y∗)

)
< ρ(x∗, y∗)(væ l½)

Vªy f câ duy nh§t mët �iºm b§t �ëng.
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Nhªn x²t 2.4.4. �ành l½ 2.4.3 trong khæng gian si¶u metric �õ ta khæng
c¦n gi£ thi¸t φ khæng gi£m nh÷ trong �ành l½ 2.2.3.
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Ch÷ìng 3

Ùng döng

Trong ch÷ìng n y chóng tæi s³ tr¼nh b y mët sè ùng döng cõa c¡c
�ành l½ �iºm b§t �ëng trong khæng gian metric �¦y �÷ñc tr¼nh b y ð
ch÷ìng 2. Trong �â, ùng döng cõa nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach �÷ñc
chóng tæi tr¼nh b y k¾ hìn, c¡c ùng döng li¶n quan �¸n vi»c kh£o s¡t
sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n li¶n quan �¸n ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n,
ph÷ìng tr¼nh t½ch ph¥n, h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh, c¡c b i to¡n v· d¢y
sè, gi£i ph÷ìng tr¼nh. Ngo i ra, chóng tæi cán x¥y düng mët sè b i tªp
li¶n quan �¸n �iºm b§t �ëng.

3.1 Mët sè ùng döng cõa nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Ba-

nach

3.1.1 Sü tçn t¤i v  duy nh§t nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n

vîi �i·u ki»n ban �¦u

Gi£ sû f(x, y) l  h m sè li¶n töc tr¶n d£i [x0 − r, x0 + r]×R v  tho£
m¢n �i·u ki»n Lipschitz theo bi¸n y:

|f(x, y)− f(x, y′)| ≤ K|y − y′|,∀(x, y), (x, y′) ∈ [x0 − r, x0 + r]× R

, vîi K l  h¬ng sè d÷ìng khæng phö thuëc v o x, y. Khi �â tçn t¤i duy
nh§t mët h m kh£ vi ϕ(x) tr¶n �o¤n [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ [x0 − r, x0 + r]
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sao cho:

ϕ(x0) = y0 v 
dϕ

dx
= f

(
x, ϕ(x)

)
,∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] (3.1)

(ð �¥y y0 l  mët sè cho tr÷îc tuý þ).
Thªt vªy, c¡c �i·u ki»n n¶u ð (3.1) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng:

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, ϕ(t))dt

Chån δ < min{r, 1
K
}. �ành ngh¾a ¡nh x¤:

F : C[x0 − δ, x0 + δ]→ C[x0 − δ, x0 + δ]

bði cæng thùc

F (ϕ)(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, ϕ(t)

)
dt

, ð �¥y C[x0 − δ, x0 + δ] l  khæng gian c¡c h m li¶n töc vîi chu©n sup

Ta s³ chùng tä r¬ng f l  ¡nh x¤ co. Thªt vªy ta câ:

d
(
F (ϕ), F (η)

)
= sup

x∈[x0−δ,x0+δ]
|

x∫
x0

f
(
t, ϕ(t)

)
− f

(
t, η(t)

)
dt|

≤ Kδ sup
t∈[x0−δ,x0+δ]

|ϕ(t)− η(t)|

= Kδd(ϕ, η) ≤ θd(ϕ, η)

V¼ θ = Kδ < 1 n¶n F l  ¡nh x¤ co. Theo nguy¶n lþ �iºm b§t �ëng tçn
t¤i duy nh§t ϕ ∈ C[x0 − δ, x0 + δ] sao choF (ϕ) = ϕ, tùc l 

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f
(
t, ϕ(t)

)
dt

Tø �¯ng thùc n y suy ra

ϕ(x0) = y0 v 
dϕ

dx
= f

(
x, ϕ(x)

)
,∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ]
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3.1.2 Ùng döng nguy¶n lþ ¡nh x¤ co cho ph÷ìng tr¼nh t½ch

ph¥n

X²t ph÷ìng tr¼nh t½ch ph¥n

ϕ(x) = f(x) + λ

b∫
a

ψ(x, s)ϕ(s)ds

(ð �¥y f l  h m li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], ψ li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b]×[a, b]).
�°t M = max{|ψ(x, s)| : (x, s) ∈ [a, b]× [a, b]}. N¸u |λ| < 1

M(b− a)
th¼

ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ nghi»m duy nh§t
Thªt vªy, x²t ¡nh x¤ T : C[a, b]→ [a, b] cho bði cæng thùc

T (ϕ)(x) = f(x) + λ

b∫
a

ψ(x, s)ϕ(s)ds

Vîi b§t k¼ ϕ, η ∈ C[a, b], ta câ

d
(
T (ϕ), T (η)

)
= sup

x∈[a,b]
|λ

b∫
a

ψ(x, s)
(
ϕ(s)− η(s)

)
|

≤ sup
x∈[a,b]

|λ|
b∫

a

|ψ(x, s)||ϕ(s)− η(s)|ds

≤ |λ|M
b∫

a

|ϕ(s)− η(s)|ds

≤ |λ|M
b∫

a

d(ϕ, η)ds = |λ|M(b− a)d(ϕ, η)

M  |λ|M(b− a) < 1 n¶n T l  ¡nh x¤ co �i tø C[a, b] v o ch½nh nâ. Theo
nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach tçn t¤i duy nh§t ϕ, sao cho

Tϕ = ϕ,

tùc l 

ϕ(x) = f(x) + λ

b∫
a

ψ(x, s)ϕ(s)ds
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3.1.3 Ùng döng cõa nguy¶n lþ ¡nh x¤ co v o gi£i mët sè b i

to¡n v· d¢y sè

Cho d¢y sè {xn} x¡c �ành bðix0 ∈ R

xn = f(xn−1), n ≥ 1
(3.2)

D¢y sè n y ho n to n x¡c �ành n¸u bi¸t x0, v  f . Mët �°c �iºm quan
trång cõa d¢y sè n y l  n¸u nâ hëi tö v· x th¼ f(x) = x (vîi gi£ thi¸t f
li¶n töc).

N¸u X l  tªp con �âng trong R, x0 ∈ X, v  f : X → X l  ¡nh x¤ co.
Theo chùng minh nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach d¢y sè �¢ cho s³ hëi tö
�¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa ¡nh x¤ f .

Trong ph¦n d÷îi �¥y tªp X m  chóng ta x²t câ mët trong c¡c d¤ng
X = R, X = [a, b], X = [a,+∞).

Bê �· 3.1.1. N¸u ¡nh x¤ f : X → X kh£ vi tr¶n X sao cho

sup
x∈X
|f ′(x)| < 1

th¼ f l  ¡nh x¤ co.

Chùng minh. �°t k = sup
x∈X
|f ′(x)|. Khi �â |f ′(x)| ≤ k,∀x ∈ X

Vîi x, y ∈ X, x 6= y, khæng m§t t½nh têng qu¡t gi£ sû x < y.
V¼ f kh£ vi tr¶n X n¶n f kh£ vi tr¶n �o¤n [x, y] (gi£ sû x < y). Theo
�ành l½ Lagrange tçn t¤i c ∈ (x, y) sao cho

f(x)− f(y) = f
′
(c)(x− y)

suy ra

|f(x)− f(y)| = |f ′(c)||(x− y)| ≤ k|x− y|,∀x, y ∈ D, x 6= y (3.3)

M°t kh¡c, hiºn nhi¶n(3.3) �óng khi x = y.
Do �â

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|,∀x, y ∈ X (3.4)

V¼ k < 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co tø X v o ch½nh nâ.
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�º t¼m giîi h¤n cõa d¢y sè d¤ng (3.2) ta l m nh÷ sau
B÷îc 1: Chùng minh f l  ¡nh x¤ co
C¡ch 1: �¡nh gi¡ |f(x)− f(y)| theo |x− y|, t¼m 0 ≤ k < 1 sao cho

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|,∀x, y ∈ X

C¡ch 2: N¸u f kh£ vi tr¶n X, sû döng bê �· 3.1.1
- T½nh |f ′(x)|, x ∈ X
- Chùng minh k = sup

x∈X
|f ′(x)| < 1

B÷îc 2 Gi£i ph÷ìng tr¼nh f(x) = x tr¶n X t¼m �÷ñc nghi»m duy nh§t
x∗.
B÷îc 3: K¸t luªn: D¢y �¢ cho hëi tö, v  giîi h¤n cõa d¢y l  x∗.

V½ dö 3.1.2. Chùng minh d¢y sè {xn}sau hëi tö v  t¼m giîi h¤n cõa
d¢y

2, 2 +
1

2
, 2 +

1

2 +
1

2

, 2 +
1

2 +
1

2 +
1

2

, · · ·

Líi gi£i

�°t X = [2,+∞). Khi �â X l  tªp con �âng cõa �÷íng th¯ng thüc.
X²t h m sè f : X → X x¡c �ành bði

f(x) = 2 +
1

x
, x ∈ X

Khi �â, d¢y sè �¢ cho �÷ñc x¡c �ành bðix0 = 2 ∈ X

xn = f(xn−1), n ≥ 1
(3.5)

Vîi b§t k¼ x, y ∈ X, ta câ

|f(x)− f(y)| = |1
x
− 1

y
| = |x− y|

xy
≤ 1

4
|x− y|

Do �â f l  ¡nh x¤ co tø X v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co
Banach f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng x∗, v  x∗ l  giîi h¤n cõa d¢y ban
�¦u
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Ph÷ìng tr¼nh f(x) = x câ nghi»m duy nh§t x = 1 +
√
2.

Vªy
lim
n→∞

xn = 1 +
√
2.

Sau �¥y ta câ b i to¡n têng qu¡t cõa b i to¡n tr¶n

V½ dö 3.1.3. (Têng qu¡t): Vîi a > 1 cho tr÷îc. Chùng minh d¢y sè
sau hëi tö v  t¼m giîi h¤n cõa d¢y

a, a+
1

a
, a+

1

a+
1

a

, a+
1

a+
1

a+
1

a

· · ·

Líi gi£i

X = [a,+∞) l  tªp con �âng trong R.

x²t ¡nh x¤ f : X → X x¡c �ành bði f(x) = a+
1

x
, x ∈ X

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �ành bðix0 = a ∈ X

xn = f(xn−1), n ≥ 1
(3.6)

Ta câ
|f(x)− f(y)| = |x− y|

xy
≤ 1

a2
|x− y|,∀x, y ∈ X

Vîi a > 1 th¼ k =
1

a2
< 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co tø X v o ch½nh nâ. Do �â

d¢y sè �¢ cho hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f.

Ph÷ìng tr¼nh f(x) = x câ nghi»m duy nh§t tr¶n X l  x =
a+
√
a2 + 4

2
.

Vªy lim
n→∞

xn =
a+
√
a2 + 4

2
.

V½ dö 3.1.4. Cho d¢y sè {xn}n≥1 nh÷ saux1 = b ∈ R

xn+1 =
2009

3
ln(xn

2 + 20092)− 20092,∀n = 1, 2, · · · ,
(3.7)

Chùng minh r¬ng d¢y sè {xn} câ giîi h¤n húu h¤n khi n→∞
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Líi gi£i

X²t h m sè

f(x) =
2009

3
ln(x2 + 20092)− 20092, x ∈ R

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �ành bðix1 = b ∈ R

xn = f(xn−1), n ≥ 2
(3.8)

Ta câ

|f ′(x)| = 2009

3

2|x|
x2 + 20092

≤ 2009

3

2|x|
2× 2009|x|

=
1

3
< 1,∀x ∈ R

Do �â f l  ¡nh x¤ co tø �÷íng th¯ng thüc v o ch½nh nâ. V¼ vªy, d¢y sè
�¢ cho hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f

V½ dö 3.1.5. Cho a > 0, d¢y {xn}n≥1 x¡c �ành nh÷ saux1 = a

xn+1 = log3(xn
3 + 1)

1
3 +

4

3
, n ≥ 1

(3.9)

Chùng minh d¢y sè �¢ cho hëi tö v  t¼m giîi h¤n cõa d¢y.

Líi gi£i

Tªp X = [0,+∞) l  tªp con �âng cõa �÷íng th¯ng thüc.
�«t

f(x) = log3(x
3 + 1)

1
3 +

4

3
, x ∈ X.

Khi �â d¢y sè �¢ cho �÷ñc x¡c �ành bðix1 = a ∈ X

xn+1 = f(xn), n ≥ 1
(3.10)

Ta câ

|f ′(x)| = x2

(x3 + 1) ln 3
,∀x ∈ X
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M 
x3 + 1 =

x3

2
+
x3

2
+ 1 ≥ 3x2

3
√
4
,∀x ∈ X

Suy ra

|f ′(x)| ≤
3
√
4

3 ln 3
< 1,∀x ∈ X

Do �â f l  ¡nh x¤ co �i tø Xv o ch½nh nâ. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co
Banach d¢y sè �¢ cho hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f.
D¹ th§y x = 2 ∈ X tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh f(x) = x .
Vªy

lim
n→∞

xn = 2

V½ dö 3.1.6. Chùng minh d¢y sè sau hëi tö v  t¼m giîi h¤n cõa d¢y
x0 =

1

2

xn =
1

5
sinxn−1, n ≥ 1

(3.11)

Líi gi£i

Chó þ: | sinx| ≤ |x|,∀x ∈ R

X²t h m sè f(x) =
1

5
sinx, x ∈ R.

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �ành bði
x0 =

1

2
∈ X

xn =
1

5
f(xn−1), n ≥ 1

(3.12)

Vîi x, y ∈ R tuý þ, ta câ

|f(x)− f(y)| = |1
5
sinx− 1

5
sin y|

=
2

5
| sin x− y

2
cos

x+ y

2
|

M°t kh¡c

| sin x− y
2
| ≤ |x− y|

2
, | cos x+ y

2
| ≤ 1

Suy ra
|f(x)− f(y)| ≤ 1

5
|x− y|,∀x, y ∈ R
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Do �â f l  ¡nh x¤ co tø �÷íng th¯ng thüc v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n
l½ ¡nh x¤ co Banach, d¢y sè �¢ cho hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t
cõa ¡nh x¤ f .
D¹ th§y ph÷ìng tr¼nh

1

5
sinx = x nhªn x = 0 l  nghi»m

Vªy
lim
n→∞

xn = 0

Têng qu¡t: Cho a, b ∈ R, trong �â |a| < 1. Khi �â d¢y sèx0 = b

xn = a sinxn−1, n ≥ 1
(3.13)

câ giîi h¤n b¬ng 0

Thªt vªy, l m t÷ìng tü nh÷ v½ dö 3.1.6 vîi f(x) = a sinx, x ∈ R

V½ dö 3.1.7. T¼m giîi h¤n cõa d¢y sè {xn} x¡c �ành bði
x0 =

1

6

xn =
1

3
sinx2n−1, n ≥ 1

(3.14)

Líi gi£i

D¹ th§y.
−1
3
≤ xn ≤

1

3
,∀n ≥ 0

�°t X = [−1
3
,
1

3
]. Khi �â, X l  tªp con �âng trong R

X²t h m sè
f(x) =

1

3
sinx2, x ∈ X

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �ành bðix0 ∈ Xxn = f(xn−1), n ≥ 1
(3.15)

Vîi x, y ∈ X, ta câ

|f(x)− f(y)| = 1

3
| sinx2 − sin y2|

=
2

3
| sin x

2 − y2

2
cos

x2 + y2

2
|
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M°t kh¡c

| sin x
2 − y2

2
| ≤ |x

2 − y2|
2

, | cos x
2 + y2

2
| ≤ 1

Do �â

|f(x)− f(y)| ≤ 1

3
|(x2 − y2)|

=
1

3
|x− y||x+ y| ≤ 1

3
|x− y|[|x|+ |y|] ≤ 2

9
|x− y|

V¼
2

9
< 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co tø X v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤

co Banach d¢y sè �¢ cho hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f .
D¹ th§y ph÷ìng tr¼nh

1

3
sinx2 = x nhªn x = 0 ∈ X l  nghi»m.

Vªy
lim
n→∞

xn = 0

V½ dö 3.1.8. Cho d¢y sè {un} �÷ñc x¡c �ành nh÷ sauu0 = −2010un = sin2(un−1 + 3)− 2011, n ≥ 1
(3.16)

Chùng minh d¢y sè �¢ cho hëi tö.

Líi gi£i

D¹ th§y
−2011 ≤ un+1 ≤ −2010,∀n ≥ 0

Tªp X = [−2011,−2010] l  tªp con �âng trong �÷íng th¯ng thüc.
X¡t ¡nh x¤ f : X → X x¡c �ành bði

f(x) = sin2(x+ 3)− 2011, x ∈ X

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �ành bðiu0 ∈ Xun = f(un−1), n ≥ 1
(3.17)

Ta câ |f ′(x)| = | sin(2x+ 6)|,∀x ∈ X
V¼ |f ′(x)| l  h m li¶n töc tr¶n �o¤n [−2011,−2010] n¶n nâ �¤t �÷ñc gi¡
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trà lîn nh§t tr¶n �o¤n �â
�°t

α = max
x∈[−2011,−2010]

| sin(2x+ 6)|

Rã r ng α ≤ 1. Ta s³ ch¿ ra α < 1. X²t ph÷ìng tr¼nh

| sin(2x+ 6)| = 1⇔ cos(2x+ 6) = 0

⇔ 2x+ 6 =
π

2
+ kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π

4
− 3 +

kπ

2

M°t kh¡c, @k ∈ Z sao cho
π

4
− 3 +

kπ

2
∈ [−2011,−2010]

Suy ra
|f ′(x)| ≤ α < 1,∀x ∈ X

Do �â f l  ¡nh x¤ co tø X v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co
Banach d¢y sè �¢ cho hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f

V½ dö 3.1.9. Cho d¢y sè {xn} �÷ñc x¡c �ành nh÷ saux0 =
1

2
xn = ln(1 + e−xn−1),∀n ≥ 1

(3.18)

Chùng minh d¢y sè �¢ cho hëi tö v  t¼m giîi h¤n cõa d¢y.

Líi gi£i

Tªp X = [0,+∞) l  tªp con �âng trong �÷íng th¯ng thüc.
X²t h m sè f : X → X x¡c �ành bði

f(x) = ln(1 + e−x), x ∈ X

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �ành bðix0 ∈ Xxn = f(xn−1),∀n ≥ 1
(3.19)

Ta câ
f
′
(x)| = | −e

x

1 + e−x
| = 1

ex + 1
≤ 1

2
,∀x ∈ X
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Do �â f l  ¡nh x¤ co tø X v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co
Banach d¢y sè �¢ cho câ giîi h¤n l  �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f
X²t ph÷ìng tr¼nh sau tr¶n X

ln(1 + e−x) = x⇔ 1 + e−x = ex

⇔ e2x − ex − 1 = 0

⇔ ex =
1 +
√
5

2

⇔ x = ln(
1 +
√
5

2
)(tho£ m¢n)

Vªy

lim
n→∞

xn = ln(
1 +
√
5

2
).

V½ dö 3.1.10. Cho a ≥ 1

4
. T¼m giîi h¤n cõa d¢y sè {xn}n≥1 sau

xn =

√
a+

√
a+

√
a+ · · ·+

√
a︸ ︷︷ ︸

n d§u c«n

Líi gi£i

Tªp X = [
√
a,+∞) l  tªp con �âng cõa �÷íng th¯ng thüc.

X²t h m sè f : X → X x¡c �ành bði

f(x) =
√
a+ x, x ∈ X

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �ành bðix1 =
√
a ∈ X

xn = f(xn−1),∀n ≥ 2
(3.20)

Vîi b§t k¼ x, y ∈ X, ta câ

|f(x)− f(y)| = |
√
a+ x−

√
a+ y|

=
|x− y|√

a+ x+
√
a+ y

≤ 1

2
√
a+
√
a
|x− y|
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Vîi a ≥ 1

4
th¼ k =

1

2
√
a+
√
a
<

1

2
√
a
< 1.

Do �â f l  ¡nh x¤ co �i tø X v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co
Banach d¢y sè �¢ cho câ giîi h¤n l  �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f .
Gi£i ph÷ìng tr¼nh sau tr¶n X

f(x) = x⇔
√
a+ x = x

ta �÷ñc nghi»m x =
1 +
√
1 + 4a

2
.

Vªy

lim
n→∞

xn =
1 +
√
1 + 4a

2

V½ dö 3.1.11. Cho d¢y sè {xn} x¡c �ành nh÷ saux1 = 10

xn =
1

5
ln(1 + x6n−1), n ≥ 2

(3.21)

T¼m giîi h¤n cõa d¢y sè �¢ cho.

Líi gi£i

Tªp X = [0,+∞) l  tªp con �âng trong �÷íng th¯ng thüc

X²t h m sè f(x) =
1

5
ln(1 + x6), x ∈ X

Khi �â, d¢y sè �¢ cho x¡c �inh bðix1 ∈ Xxn = f(xn−1), n ≥ 2
(3.22)

Ta câ
|f ′(x)| = 6x5

5(1 + x6)
, x ∈ X

Theo b§t �¯ng thùc Cauchy ta câ

1 + x6 = 1 +
x6

5
+
x6

5
+
x6

5
+
x6

5
+
x6

5

≥ 6
6

√
x30

55
= 6

x5

6
√
55
,∀x ∈ X
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Do �â
|f ′(x)| ≤ 1

6
√
5
< 1,∀x ∈ X.

Do �â f l  ¡nh x¤ co �i tø X v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co
Banach d¢y sè �¢ cho hëi tö �¸n �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa f.
D¹ th§y x = 0 ∈ X tho£ m¢n

1

5
ln(1 + x6) = x.

Vªy d¢y sè �¢ cho câ giîi h¤n b¬ng 0.

3.1.4 Dòng nguy¶n lþ ¡nh x¤ co v o gi£i to¡n

B i tªp 3.1.12. X²t h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh n ©n

xi =
n∑
j=1

aijxj + bi, i = 1, 2, · · · , n,

trong �â aij, bi(i, j = 1, 2, · · · , n) l  nhúng sè thüc cho tr÷îc. Chùng minh
r¬ng h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ nghi»m duy nh§t n¸u mët trong nhúng �i·u
ki»n sau tho£ m¢n:

1)
n∑
j=1

|aij| ≤ α < 1, i = 1, 2, · · · , n;

2)
n∑
i=1

|aij| ≤ α < 1, j = 1, 2, · · · , n;

3)
n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij ≤ α < 1

Chùng minh. X²t ¡nh x¤ f : (Rn, d)→ (Rn, d) cho bði

f(x) = Ax+ b, ð �â A = (aij)n×n, b = (b1, b2, · · · , bn)T

, trong c¡c tr÷íng hñp sau
1) d1(x, y) = max

1≤i≤n
|xi − yi|.

Khi �â, (Rn, d1) l  khæng gian metric �¦y. Vîi 2 �iºm b§t k¼

38



x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) trong Rn, ta câ

d1(f(x), f(y)) = max
1≤i≤n

|
n∑
j=1

aij(xj − yj)|

≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij||xj − yj|

≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|d1(x, y) ≤ αd1(x, y)

M  α < 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach f câ
duy nh§t �iºm b§t �ëng. Do �â h» ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ nghi»m duy
nh§t.
2) d2(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|.

Khi �â, (Rn, d2) l  khæng gian metric �¦y. Vîi 2 �iºm b§t k¼
x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) trong Rn, ta câ

d2(f(x), f(y)) =
n∑
i=1

|ai1(x1 − y1) + ai2(x2 − y2) + · · ·+ ain(xn − yn)|

≤ (
n∑
i=1

|ai1||x1 − y1|+ |ai2||x2 − y2|+ · · ·+ |ain||xn − yn|)

≤ (
n∑
i=1

|ai1|)|x1 − y1|+ (
n∑
i=1

|ai2|)|x2 − y2|+ · · ·+

+ (
n∑
i=1

|ain|)|xn − yn|

≤ αd2(x, y)|

M 
√
α < 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach f câ

duy nh§t �iºm b§t �ëng. Do �â h» ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ nghi»m duy
nh§t.

3) d3(x, y) =

√
n∑
i=1

|xi − yi|2.

Khi �â, (Rn, d3) l  khæng gian metric �¦y. Vîi 2 �iºm b§t k¼
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x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) trong Rn, ta câ

d3(f(x), f(y)) =

√√√√ n∑
i=1

|ai1(x1 − y1) + ai2(x2 − y2) + · · ·+ ain(xn − yn)|2

≤

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij ·

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2 ≤
√
αd3(x, y)

M 
√
α < 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach f câ

duy nh§t �iºm b§t �ëng. Do �â h» ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ nghi»m duy
nh§t.

B i tªp 3.1.13. Cho (X, d) l  khæng gian metric �¦y. Gi£ sû f : X → X

l  ¡nh x¤ tho£ m¢n fN l  ¡nh x¤ co vîi N nguy¶n d÷ìng n o �â. Chùng
minh r¬ng f câ duy nh§t mët �iºm b§t �ëng.

Líi gi£i

Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach fN câ duy nh§t �iºm b§t �ëng x
Ta câ

fN+1(x) = f
(
fN(x)

)
= f(x)

Do �â
fN
(
f(x)

)
= f(x)

n¶n f(x) công l  �iºm b§t �ëng cõa fN .
V¼ �iºm b§t �ëng cõa fN l  duy nh§t n¶n f(x) = x

Gi£ sû y công l  �iºm b§t �ëng cõa f , tùc l  f(y)=y.
Khi �â

f 2(y) = f
(
f(y)

)
= f(y) = y,

f 3(y) = f
(
f 2(y)

)
= f(y) = y,

· · · · · · · · · · · ·
fN(y) = y

Do �â y công l  �iºm b§t �ëng cõa fN . Do t½nh duy nh§t �iºm b§t �ëng
cõa fN n¶n x = y. Vªy f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.
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B i tªp 3.1.14. Cho h m sè x(t) kh£ vi tr¶n �o¤n [0, 1] tho£ m¢n c¡c
�i·u ki»n:

0 ≤ x(t) ≤ 1, 0 ≤ x
′
(t) ≤ 1

2
,∀t ∈ [0, 1]

X²t sü tçn t¤i v  duy nh§t nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh x(t) − t = 0 tr¶n
�o¤n [0, 1]

Líi gi£i

�o¤n [0, 1] l  tªp con �âng cõa �÷íng th¯ng thüc.
H m sè x : [0, 1]→ [0, 1] kh£ vi tr¶n �o¤n [0, 1].
Tø gi£ thi¸t ta câ

sup
t∈[0,1]

|x′(t)| < 1

Theo bê �· 3.1.1 x l  ¡nh x¤ co �i tø [0, 1] v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n
l½ ¡nh x¤ co Banach x câ duy nh§t �iºm b§t �ëng. Do �â ph÷ìng tr¼nh
x(t)− t = 0 câ duy nh§t nghi»m tr¶n �o¤n [0, 1].

B i tªp 3.1.15. Cho ¡nh x¤ T : C[0, 1]→ C[0, 1] x¡c �ành bði

T (f)(x) = ex +
1

2

x2∫
0

f(t)dt

H¢y chùng tä r¬ng tçn t¤i duy nh§t mët h m kh£ vi f tr¶n �o¤n [0, 1]

tho£ m¢n �i·u ki»n f
′
(x) = ex + xf(x2)

f(0) = 1
(3.23)

Líi gi£i.

Vîi måi f, g ∈ C[0, 1] ta câ

d
(
T (f), T (g)

)
= sup

x∈[0,1]
|T (f)(x)− T (g)(x)|

≤ sup
x∈[0,1]

1

2

x2∫
0

|f(t)− g(t)|dt

≤ 1

2

1∫
0

|f(t)− g(t)|dt ≤ 1

2
d(f, g)
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V¼ k =
1

2
< 1 n¶n T l  ¡nh x¤ co tø C[0, 1] v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n

l½ ¡nh x¤ co Banach tçn t¤i duy nh§t mët h m f ∈ C[0, 1] tho£ m¢n
T (f) = f,tùc l 

f(x) = ex +
1

2

x2∫
0

f(t)dt

Tø �¥y suy ra f l  h m kh£ vi v  tho£ m¢n �i·u ki»nf
′
(x) = ex + xf(x2)

f(0) = 1
(3.24)

N¸u g l  mët h m tho£ m¢n �i·u ki»n tr¶n th¼

g(x) = ex +
1

2

x2∫
0

g(t)dt

tùc l  T (g) = g. Nh÷ vªy g l  �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ T . V¼ T câ duy
nh§t �iºm b§t �ëng n¶n ta câ f = g.

3.2 X¥y düng mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n �iºm

b§t �ëng

B i tªp 3.2.1. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sau

sinx4 = 2x

Líi gi£i

D¹ th§y n¸u x l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh th¼ x ∈ [−1
2
,
1

2
].

�°t X = [−1
2
,
1

2
]. Tªp X l  tªp con �âng cõa �÷íng th¯ng thüc.

X²t ¡nh x¤ f : X → X x¡c �ành bði

f(x) =
1

2
sinx4, x ∈ X
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L§y b§t k¼ x, y ∈ X, ta câ

|f(x)− f(y)| = 1

2
| sinx4 − sin y4| ≤ 1

2
|x4 − y4|

=
1

2
|x− y||x+ y||x2 + y2|

≤ 1

2
|x− y|(|x|+ |y|)(x2 + y2) ≤ 1

4
|x− y|

V¼
1

4
< 1 n¶n f l  ¡nh x¤ co. Theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach f câ duy

nh§t �iºm b§t �ëng. Do �â ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ nghi»m duy nh§t.
D¹ th§y x = 0 tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh.
Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ nghi»m duy nh§t x = 0.

B i tªp 3.2.2. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sau

e−sin
2x − 1− x = 0

Líi gi£i

Ph÷ìng tr¼nh �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi ph÷ìng tr¼nh

e−sin
2x − 1 = x

V¼ 0 ≤ sin2 x ≤ 1 n¶n
1

e
≤ e− sin2 x ≤ 1.

Do �â n¸u ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ nghi»m th¼
1

e
− 1 ≤ x ≤ 0

Tªp X =
[1
e
− 1, 0big] l  tªp con �âng trong �÷íng th¯ng thüc.

X²t h m sè f : X → X x¡c �ành bði

f(x) = e− sin2 x − 1, x ∈ X

Ta câ
|f ′(x)| = | − e− sin2 x sin 2x| = e− sin2 x| sin 2x|, x ∈ X

V¼ |f ′(x)| li¶n töc tr¶n X =
[1
e
− 1, 0

]
n¶n nâ �¤t �÷ñc gi¡ trà lîn nh§t

tr¶n X. �°t
k = max

x∈
[1
e
−1,0
] |f ′(x)|
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Ta câ
0 < e− sin2 x ≤ 1, 0 ≤ | sin 2x| < 1,∀x ∈ X

Suy ra
e− sin2 x| sin 2x| < 1,∀x ∈ X

Do �â k < 1. V¼ vªy f l  ¡nh x¤ co �i tø X v o ch½nh nâ. Theo nguy¶n
l½ ¡nh x¤ co Banach f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng. Do �â ph÷ìng tr¼nh
�¢ cho câ nghi»m duy nh§t.
D¹ th§y x = 0 ∈ X tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh. Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho
câ nghi»m duy nh§t x = 0

B i tªp 3.2.3. Mët ¡nh x¤ �i tø khæng gian metric �¦y v o ch½nh nâ
câ duy nh§t �iºm b§t �ëng câ ph£i l  ¡nh x¤ co khæng?

Líi gi£i

�nh x¤ f câ thº khæng l  ¡nh x¤ co.
Thªt vªy, x²t X =

[
0,

3

4

]
vîi metric c£m sinh bði metric thæng th÷íng

tr¶n R. V¼ X �âng trong R n¶n X l  �¦y
Ta x¡c �ành ¡nh x¤ f : X → X x¡c �ành bði f(x) = x2, x ∈ X
Ph÷ìng tr¼nh f(x) = x tr¶n X câ nghi»m duy nh§t x = 0 n¶n f câ duy
nh§t �iºm b§t �ëng.
Tuy nhi¶n f khæng ph£i l  ¡nh x¤ co, v¼ n¸u ng÷ñc l¤i f l  ¡nh x¤ co s³
tçn t¤i k ∈ [0, 1) sao cho

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|,∀x, y ∈ X

L§y x =
3

4
, y =

1

2
ta thu �÷ñc

|(3
4
)2 − (

1

2
)2| ≤ k|3

4
− 1

2
|

Suy ra k ≥ 5

4
> 1, m¥u thu¨n 0 ≤ k < 1. Do �â f khæng ph£i l  ¡nh x¤

co.

B i tªp 3.2.4. Cho (X, d) l  khæng gian metric �¦y. Gi£ sû f : X → X

l  ¡nh x¤ tho£ m¢n

d
(
f(x), f(y)

)
< d(x, y)− ln

(
1 + d(x, y)

)
,∀x 6= y

Chùng minh f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.
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Líi gi£i

X²t ¡nh x¤ φ : [0,+∞)→ [0,+∞) x¡c �ành bði

φ(t) = ln(1 + t), t ∈ [0,+∞)

D¹ th§y ¡nh x¤ φ li¶n töc tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n
(i) φ(t) = 0 n¸u v  ch¿ n¸u t = 0

ii) φ khæng gi£m, v¼

φ
′
(t) =

1

t+ 1
> 0,∀t ≥ 0

�nh x¤ f tho£ m¢n

d
(
f(x), f(y)

)
< d(x, y)− φ

(
d(x, y)

)
,∀x 6= y

Do �â, theo �ành l½ 2.2.3 f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.

B i tªp 3.2.5. Cho ¡nh x¤ A x¡c �ành tr¶n nûa kho£ng [2,+∞) v o

ch½nh nâ bði cæng thùc A(x) = x+
1

x
. A câ ph£i l  ¡nh x¤ co khæng? V¼

sao?

Líi gi£i

TªpX = [2,+∞) l  tªp con �âng trong �÷íng th¯ng thüc. Do �â X còng
vîi metric c£m sinh bði metric thæng th÷íng tr¶n �÷íng th¯ng thüc l 
khæng gian metric �¦y.
Gi£ sû f l  ¡nh x¤ co. Khi �â, theo nguy¶n l½ ¡nh x¤ co Banach f câ
duy nh§t �iºm b§t �ëng x∗. Tuy nhi¶n, ph÷ìng tr¼nh

x+
1

x
= x væ nghi»m tr¶n X

Do �â f khæng ph£i l  ¡nh x¤ co

B i tªp 3.2.6. L§y v½ dö v· mët khæng gian metric �¦y X m  måi ¡nh
x¤ li¶n töc �i tø X v o ch½nh nâ �·u câ �iºm b§t �ëng? �iºm b§t �ëng
n y câ duy nh§t khæng?

Líi gi£i
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X = [0, 1] vîi metric c£m sinh bði metric thæng th÷íng tr¶n �÷íng th¯ng
thüc l  khæng gian metric �¦y.
Gi£ sû f : [0, 1]→ [0, 1] l  ¡nh x¤ li¶n töc. X²t h m sè

g(x) = f(x)− x, x ∈ [0, 1]

V¼ f li¶n töc tr¶n �o¤n [0, 1] n¶n g li¶n töc tr¶n �o¤n [0, 1].
M°t kh¡c

g(0)g(1) =
(
f(0)− 0

)(
f(1)− 1

)
≤ 0

Suy ra, tçn t¤i c ∈ [0, 1] sao cho g(c) = 0, tùc l  f(c) = c. Do �â c l 
�iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ f .
�iºm b§t �ëng cõa f câ thº khæng duy nh§t, ch¯ng h¤n x²t
f : [0, 1] → [0, 1] x¡c �ành bði f(x) = x2, x ∈ [0, 1], th¼ f câ 2 �iºm b§t
�ëng l  x1 = 0, x2 = 1.

B i tªp 3.2.7. Cho d¢y sè

5, 5 +
1

5
, 5 +

1

5 +
1

5

, 5 +
1

5 +
1

5 +
1

5

, · · ·

Chùng minh d¢y sè câ giîi h¤n hún h¤n v  t¼m giîi h¤n cõa d¢y.

Líi gi£i

�p döng v½ dö 3.1.3, vîi a = 5 > 1, d¢y sè �¢ cho hëi tö v  câ giîi h¤n
l 

lim
n→∞

xn =
5 +
√
29

2

B i tªp 3.2.8. L§y v½ dö v· mët khæng gian metric �õ (X, d) m  måi
¡nh x¤ X → X tho£ m¢n

d
(
f(x), f(y)

)
< d(x, y), x 6= y

�·u câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.

Líi gi£i
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L§y X = R , d l  metric ríi r¤c tr¶n X, tùc l 

d(x, y) =

0 n¸u x = y

1 n¸u x 6= y

Ta s³ ch¿ ra (X, d) l  �¦y. Thªt vªy, gi£ sû d¢y Cauchy {xn} trong (X, d).
Khi �â, tçn t¤i n0 sao cho

d(xm, xn) < 1,∀m,n ≥ n0

⇒d(xm, xn) = 0,∀m,n ≥ n0

⇒xm = xn,∀m,n ≥ n0 ⇒ xn = xn0,∀n ≥ n0

V¼ vªy d¢y {xn} hëi tö. Do �â (X, d) l  khæng gian metric �¦y.
Vîi x 6= y theo gi£ thi¸t ta câ

d
(
f(x), f(y)

)
< d(x, y) = 1⇒ f(x) = f(y)

Do �â, f l  ¡nh x¤ h¬ng. V¼ vªy f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.

B i tªp 3.2.9. Cho (X, ρ) l  khæng gian si¶u metric �¦y, f : X → X

l  ¡nh x¤ tho£ m¢n

ρ
(
f(x), f(y)

)
≤ ρ(x, y) ln

(
ρ(x, y) + 1

)
,∀x, y ∈ X

Chùng minh f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.

Líi gi£i

X²t ¡nh x¤ φ : [0,+∞)→ [0,+∞) x¡c �inh bði

φ(t) = ln(t+ 1), t ≥ 0

D¹ th§y φ l  ¡nh x¤ li¶n töc. Ngo i ra φ tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n
(i) φ(t) = 0⇔ t = 0

(ii) φ(t) < t,∀t > 0

Thªt vªy h m g(t) = ln(1 + t)− t, t ∈ (0,+∞) câ �¤o h m

g
′
(t) =

−t
1 + t

< 0,∀t > 0

Do �â
g(t) < g(0) = 0,∀t > 0

Theo �ành l½ 2.4.2 f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng.
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B i tªp 3.2.10. T¼m giîi h¤n cõa d¢y sè {xn}n≥1 sau:

xn =

√
3 +

√
3 +

√
3 + · · ·+

√
3︸ ︷︷ ︸

n d§u c«n

Líi gi£i

�p döng v½ dö 3.1.10 trong tr÷íng hñp a = 3. D¢y sè �¢ cho câ giîi h¤n

l 
1 +
√
13

2
.

B i tªp 3.2.11. Gi£ sû f : [a, b]→ [a, b] l  mët h m sè tho£ m¢n �i·u
ki»n

|f(x)− f(y)| < |x− y|,∀x, y ∈ [a, b], x 6= y

Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh f(x) = x câ nghi»m duy nh§t.

Líi gi£i

Tªp X = [a, b] l  tªp con compact trong �÷íng th¯ng thüc. Do �â X
còng vîi metric c£m sinh bði metric thæng th÷íng tr¶n R l  khæng gian
metric compact.

M°t kh¡c, ¡nh x¤ f tho£ m¢n |f(x)−f(y)| < |x−y|,∀x, y ∈ X, x 6= y

n¶n theo �ành l½ 2.1.8 f câ duy nh§t �iºm b§t �ëng. V¼ vªy ph÷ìng tr¼nh
f(x) = x câ nghi»m duy nh§t.
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K�T LU�N

K¸t qu£ �¢ �¤t �÷ñc
�· t i tªp trung v o vi»c nghi¶n cùu mët sè �ành lþ �iºm b§t �ëng

trong khæng gian metric �¦y v  c¡c ùng döng cõa chóng, v  �¢ �¤t �÷ñc
k¸t qu£ nh÷ sau:

- X¥y düng mët sè �ành l½ �iºm b§t �ëng trong khæng gian si¶u
metric �¦y. Cö thº l  �ành lþ 2.4.2 v  �ành lþ 2.4.3.

- N¶u �÷ñc mët sè ùng döng cõa nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach trong
c¡c b i to¡n sì c§p v· d¢y sè, v· gi£i ph÷ìng tr¼nh, công nh÷ gi£i mët
sè b i to¡n cao c§p.

- X¥y düng mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n �iºm b§t �ëng.
H÷îng ph¡t triºn �· t i

- T¼m v½ dö minh ho¤ cho c¡c k¸t qu£ ch½nh.
- Nghi¶n cùu �ành l½ �iºm b§t �ëng theo h÷îng: �°t c¡c �i·u ki»n

tr¶n h m f , công nh÷ x²t trong lîp khæng gian metric �¦y �°c bi»t nh÷
khæng gian Banach, ho°c trong mð rëng khæng gian: khæng gian metric
nân, khæng gian kiºu metric.
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