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Md& dau

1. Ly do chon dé tai

Ly thuyét on dinh cic hé vi phan xuit phat tit cac bai toan thuc té, c6
lich st phéat trién hang thé ky tit cong trinh clia Lyapunov va da dat
dugc nhitng thanh tyu quan trong. Mot trong nhitng huéng phét trien
ctia Iy thuyét nay 1a xem xét khai niém 6n dinh trong thai gian hitu han.
Ly thuyét on dinh trong thsi gian hitu han ctia cac hé vi phan da tré
thanh cht dé nghién cttu s6i dong trong nhitng nim gan day.

Véi mong muén tiép can huéng nghién citu nay, toi chon dé tai:

Tinh hat trong théi gian hitu han déi v6i nghiém ctia phuong

trinh vi phan cip phan sé nita tuyén tinh.

Muc tiéu cu thé 1a xét tinh hit trong thoi gian hitu han ctia nghiém cta

phuong trinh vi phan cap phan sé dang
Dgu(t) = Au(t) + f(u(t)), t € (0,77, (1)

trong d6 toan tit A : D(A) C X — X 1a phan t sinh clia mot Cy-nita
nhém trén khong gian Banach X, f 14 mot ham phi tuyén.

Ky hieu S(¢) 1a tap nghiem cua v6i dit kien ban dau £. Giad st
u € S(§) 1& mot nghiem cho trude cta (I)). Khi dé

(i) u duge goi la ¢6 tinh chat hit trén doan [0, 7] néu ton tai n > 0 sao
cho

[o(T) = w(T)|| < I¢ =<l



v6i moi ¢ € B,(§) \ {&} va v € S(¢), 6 day B, (&) 1a hinh cau déng
trong X v6i tam tai £ va ban kinh 7.
(i) u dugc goi la ¢6 tinh chat hat mi trén doan [0, 7] néu

1
limsup— sup sup |[v(T)—u(T)|| < 1.
MO 71 ¢eB,(€) ves(Q)

Khai niém tinh hat trong thoi gian hitu han dugc dé xuat trong cong
trinh [12].

2. Muc dich nghién ctu
Nghién citu tinh hat vA hat mil trong thoi gian hitu han déi v6i nghiem
cta hé vi phan (1.

3. Nhiém vu nghién ctu

e Tim hiéu 1y thuyét 6n dinh trong thoi gian hitu han cho cac hé vi
phan.

e Tim hiéu Iy thuyét nita nhém va giai tich bac phan sb.
e Nghién ctfu tinh hat va hit ma déi véi nghiem cta ().
4. D6i tuong va pham vi nghién ciu
tinh.

e D&i tugng nghiéu citu: phuong trinh vi phan cap phan sé nita tuyén

e Pham vi nghién cttu: diéu kién ddm bao tinh hat va hut mad.



5. Phuong phap nghién ciu

Luan vin st dung mot sé cong cu cua giai tich ham vd phuong trinh vi

tich phan:
e Gii tich bac phan so;
e Ly thuyét on dinh thoi gian hitu han;

e Ly thuyét diém bat dong.

6. Dong gbép cua luan van

Trinh bay maot s6 két qua gan day ve tinh hat va hat mit déi véi nghiem
ctia phuong trinh vi phan cip phan s6 ntta tuyén tinh, dua vio cong
trinh [18].



bat van dé

Hé dong luc trong thoi gian hitu han dudc nghién citu rong rai trong hai
thap ki tré lai day. Dong co dau tién thic day nghién ctu hé dong luc
trong thoi gian htu han 1a tinh toan truong véc to trong khoang thoi
gian bi chin t € [ty, t1] cia hé dong lyc sinh bdi phuong trinh vi phan

i(t) = f((t). (0.1)

Khi phuong trinh duge xét trén nita truc, ngudi ta quan tam téi
dang diéu trong thoi gian ngdn clia nghiém, nghia 1a dang diéu cua
nghiém trén [ty, ¢;]. Khi nghién citu cac hé dong luc tit cic bai todn van
chuyén trong chat 16ng, mang ho4 sinh, truyén tin hiéu (xem [11]), ddng
diéu trong thoi gian httu han dong vai tro quan trong va cé y nghia vat
Iy hon dang diéu tiém can khi ¢t — oco. Mot vai két qua gan day ve mii
Lyapunov cho cac qua trinh tién héa trong thoi gian hitu han c6 thé ké
dén [L1T, 13).

Theo huéng nghién citu dang diéu trong thoi gian hitu han ctia nghiém
ctia (0.1)), khai niém tinh hit trong thdi gian hitu han dugce dé xuét trong
[22] c6 ich trong ly thuyét didu khién. Mot nghiém y ctia hé duoc
goi 1a hat trén [0,7] néu ton tai s6 7 > 0 sao cho v6i bat ki nghiem

z(-, &) cua v6i dit kien dau € ta cé
|2(T, &) — y(T,y(0)|| < 1€ = y(0)[I, V& € B,(y(0))\{y(0)},

trong d6 B, (yo) 1a hinh cau tam tai yo ban kinh 7. Néu ta c6

, 1
limsup = sup |[|z(T’, &) —y(T,y(0))| < 1,
INO 11 €€B,,(y(0))



thi nghiém y dugc goi 14 hit mi trén [0, 7). C6 the tham khéao [9, [12]
cho nhitng nghién cttu gan day lién quan t6i tinh hit trong thoi gian hitu
han d6i v6i phuong trinh vi phan thudng.

Trong luan van nay st dung cic khai niém hut trong thoi gian hiu
han va hat mi thoi gian hitu han dé phan tich dang diéu ctia nghiém

cua phuong trinh

d

o [r = 2 (O))(1) = Ax(t) + f(@ (1)), (0.2)

trén khoang thoi gian bi chan [0,77], trong do u.(t) = F(tl;_aa) Vol a €
(0,1), ham trang thai z(-) 1ay gi4 tri trong khong gian Banach X, A 1a
toan tir tuyén tinh déng va sinh ra nita nhém lién tuc manh trén X,
f: X — X la ham phi tuyén. O day, s, * v, véi v € L. (R*; X) 1a tich
chap Laplace, nghia la, (u, * v)(t) = fot o (t — s)v(s)ds. Phuong trinh
(0.2) ciing duge biét nhu la phuong trinh vi phan bac phan s6 (FrDE)
v6i dao ham Caputo bac phan sé a.

Céac phuong trinh khong dia phuong theo bién thoi gian nhu phuong
trinh v6i A 1a toan tit dao ham riéng elliptic cap hai dudc st dung
trong vat 1§ toan dé mo hinh cac qué trinh dong luc trong vat lieu véi
nhd. Cac phuong trinh nay ciing duge sit dung dé moé ta cic qua trinh
khuéch tan bat thuong (xem [19]). Nhu da mo ta trong [19], néu thay
e bdi nhan kha tich dia phuong, chiing ta c6 thé ding phan tuyén tinh
ctia hé dé mo ta nhiéu qua trinh nhu qua trinh khuéch tan cham,
qué trinh khuéch tan nhanh va qué trinh khuéch tan siéu cham.

C6 nhiéu két qua nghién citu tinh én dinh cho FrDE trong khong gian
hitu han chiéu. Phuong phap ham Lyapunov dé nghién ctu tinh 6n dinh
ctia FrDE dugc dé xuat trong trong [20]. Céc diéu kién on dinh cho FrDE
tuyén tinh thong qua mi Lyapunov bac phan s6 duge dé xuat trong [7],
va on dinh tuyén tinh hoé cho FrDE ntta tuyén tinh dugc trinh bay trong
[8].

Lién quan t6i FrDE trong khong gian vo han chiéu (chang han céc
phuong trinh dao ham riéng mo ta hién tugng khuéch tan bat thuong),



két qua vé tinh on dinh it dudc biét dén. Cé6 mot vai nghién ctu gan
day, xem [5, [17], chitng minh tinh 6n dinh yéu cho FrDE nita tuyén tinh
trong khong gian Banach. Nhu ching ta biét, phan tich tinh hat trong
thaoi gian hitu han cho chua dudc nghién citu.

Theo ¥ tudng nghién cttu hé dong luc trong thoi gian hitu han dé xuat
trong [12], 22], trong luan van nay sé thiét lap cac diéu kien da dé ching
minh tinh hat trong thoi gian hitu han cho nghiém cua trén khoang
thoi gian bi chin dudi gia thiét s6 hang phi tuyén f c6 ting trudng trén
tuyén tinh. Nghién ctu dya trén 1y thuyét giai thic bac phan sbé va cac
uéc lugng nghiém.

Luan vin sé nhic lai khai niém va két qua lién quan t6i ho giai thic
bac phan s6. Thém vao dé, sé dan ra két qua vé su ton tai nghiém cua
dué6i gia thiét tong quat vé ham f. Trong muc 3, chitng minh két
qué chinh vé tinh hat clia nghiém cta (0.2]). He qué, va nhan dugc két
qua vé tinh hat tuyén tinh hoa trong thoi gian hitu han. Phan cubi 1a
ap dung két qua tritu tuong cho mot 16p phuong trinh khuéch tan cham

ntta tuyén tinh.



Chuong 1
Kién thitc chuan bi

Cho (X, ||-]|) 1a khong gian Banach. Trong phan sau, ky hi¢u C([0, T]; X)
14 khong gian cdc ham lién tuc trén [0, T 14y gia tri trong X, va LP(0,T; X),p >
1, 1a khong gian cdc ham xé4c dinh trén [0, 7] 1y gia tri trong X va kha
tich bac p theo nghia Bochner. Tap con D C LP(0,T; X) dugc goi 1a bj
chan khd tich néu ton tai v € LP(0,T) := LP(0,T;R) sao cho
Vfe D, || f(t)| < v(t) véi hau khip t € [0, T].
Ky hieu £(X) khong gian Banach cac toan ti tuyén tinh bi chin trén
X. Dé ngan gon, ta sit dung || - || cho chuan trong £(X).

1.1 Nita nhém cac toan ti tuyén tinh

Ta nh&c lai mot s6 khai niém va két qua ctia Iy thuyét nita nhom [1].
Dinh nghia 1.1.1. Ta néi rang {S(t)}i>0 la mét nida nhém cdc dnh za
tuyén tinh bi chan trén X néu S(t) € L(X) vdi moi t > 0, va

1) 5(0) = I;

i) S(t)S(s) = S(t+s), Vt,s > 0.
Nita nhom S(t) goi la mot Cy-nita nhém (hay nida nhém lién tuc manh)
nev

lim S(t)r =z, Vo € X. (1.1)

t—07t



Dinh nghia 1.1.2. Gid si {S(t)}t>0 la mot Cy-nita nhém tréen X. Ta
dinh nghia todan ti sinh A cta noé nhu sau:

-1
D(A) = {x € X : lim %x ton tai trong X}

h—0+

va
. S(hy—=1I  d*(S(t)x)
Az = hlgé1+ = o li=0 , Vo € D(A).

Nita nhém {S(t) }i>0 duge goi 1a compact néu v6i mdi t > 0, S(¢) 1a
mot toan tir compact.

Bay gid ching ta sé néu dinh nghia nita nhém giai tich. Véi § € (0, )
va o € (0,7) ta dinh nghia
As={z€C:|argz| <0, z # 0},
As(a)=a+As ={z€C:|arg(z —a)| <0, z # a},
Yo ={2€C:|argz| >0, z#0},
Yola)=a+3,={z€C:|arg(z —a)| >0, z# a}.
Dinh nghia 1.1.3. Gid st {S(t)} la mot Cy-nita nhom sinh boi A trén
khong gian Banach X. Ta néi rang {S(t)} la moét nia nhém gidi tich
néu ton tai mot thac trién ciat — S(t) thanh dnh za z — S(2) zdc dinh
vd1i moi z thudc quat As U {0} va théa man cdc diéu kién sau:
(1) z+— S(z) la anh za tu As U{0} vao L(X);
(2) S(Zl + ZQ) = 5(21)5(22) VoL moz' 21, %9 € A(s U {0},
(8) Voi moi w € X, ta c6 S(2)w — w khi z — 0 trong As U {0};
(4) Vi moi w € X, danh za z — S(z)w la gidi tich tu As vao X.
M&i anh xa S(z) nhu trén goi 1a mot thac trien nita nhém giai tich
cua S(t).

Dinh nghia 1.1.4. Néu dnh za t — S(t) lién tuc trén khodng (0, +00)
theo chuan trong L(X) thi ta ndéi nita nhém {S(t)}i=o la lién tuc theo
chuan (norm-continuous). Néu S(-) lién tuc trén nia truc [0,00) thi ta

not nua nhom nay lién tuc déu.



Ta biét rang moéi nita nhém compact hoidc giai tich déu 1a lien tuc
theo chuan.
Cho A 14 mot toan tit tuyén tinh bi chin trén khong gian Banach X
(A € L(X)). Khi d6 ho toan ti
A"

tA . +
e .—Z 0 ,t € R™,

n=0

14 mot nita nhém lién tuc déu, do dé né lien tuc theo chuan.
Gié st A 14 mot toan ti tuyén tinh tiy lien hgp trén khong gian Hilbert
thuc H thdéa man:

(1) Ala zdc dinh duong, tiic 14 ton tai a > 0 sao cho
(Au,u) > al|u|]?, Yu € D(A);
(2) A c6 gidi thiic compact, tiic 1a toan t1t gidi R(\, A) = (M — A) 7! 1a
compact v6i moi A € p(A).
T gia thiét ctia A suy ra pho ctia A 13 mot day dém duge gom toan gia
tri riéng thuyc véi boi hitu han

O<a<< A< <XA\<...,va\, — ookhin— .

Céc vecto riéng tuong tng {e;, e, ...} 1ap thanh mot co sé tryc chuan
cia H. Khi d6 mdi u € H c6 bieu dién

(.¢]

u = Z (u,e;) e;.

1=1

Hon nita, ddng thic Parseval sau ding

0
lul> =D [ {u,e:) 2.
1=1

Mién xac dinh ctia todn t@ A cho bdi

D(A) = {u € H: Z NP (u,e) |* < oo} :
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va toan t1 A cho bdi

Au = Z Ai (u, e;) e;, véiu € D(A).

i=1
Dinh li 4nh xa phoé néi rang néu f 14 mot ham gia tri thuyc lién tuc
xac dinh trén pho o(A), thi toan ti tuyén tinh f(A) dinh nghia bdéi

U_Zf uel €i,

¢ d6 mién xac dinh ctia f(A) cho béi

D(f(A))—{ueH Z\f ) uez>|2<00}-

No6i rieng, khi f(\) = e ™, ta c6 Cy-ntta nhom sinh bdi —A 13

u—Ee (u,e;)

Dé thay {e 4'};>o théa man ba diéu kién trong dinh nghia ctia mot
Cy-nita nhém va toan ti sinh cta e~ 4 14 —A.

Bay gid ta chi ra ring toan ti tuyén tinh e 4" 13 compact véi mdi
t > 0. That vay, v6i moi u € H ta c6

e
He—AtU_ PNe—Atu||2 _ Z -

1=N+1

_2)\N+1t2‘ u, ez QAN“tHuHQ

)1

d day Py 1a phép chiéu xudng khong gian hitu han chiéu sinh béi cac
vecto rieng {ei,...,ex}. T day suy ra v6i mdi t > 0, e~ 13 gi6i han

déu ctia mot day cac toan tit hitu han chiéu, do d6 né l1a toan tit compact.

1.2 Giai tich bac phan sb

Xét L1(0,T; X) 1a khong gian cac ham kha tich trén khoang (0,T), theo
nghia Bochner.
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Dinh nghia 1.2.1. Tich phan bic o > 0 ctia ham f € L'(0,T; X) duoc

xac dinh boi t
1
0 = 5 / (t— )™ f(s)ds.

trong do I' la ham Gamma.

Dinh nghia 1.2.2. Xét ham f € CV([0,T]; X), dao ham bac o € (N —
1, N) theo nghia Caputo dugc xac dinh bdi

“D3I0) = g [, = 9 Ve

Cha ¥ rang, c¢6 nhiéu khai niém dao ham bac phan s6 khac nhau,
nhung hai dinh nghia theo kiéu Riemann-Liouville v& Caputo 1a dudc st
dung rong rai nhat.

Vi u € CN([0,T]; X), ta c6 tinh chat

CDI5ult) = u(t),

N-1 (k)(o)
« « u
I8 “Dgu(t) = u(t) — kz:% o t*.
1.3 Ho giai thic
Xét phuong trinh
d
5 o x [z —2(0)))(t) = Az(t) + f(1). ¢ > 0, (1.2)

trong d6 A sinh ra Cy-nita nhém S(-) sao cho
IS < M, vt > 0.

Stt dung [28, Bo dé 3.1], chiing ta c6

z(t) = Sa(t)z(0) + /Ot(t — 8)* P, (t — 8)f(s)ds,t > 0, (1.3)
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trong doé
S0t = / 60 (6)S(1°0)a 6, (1.4)
0
Po(t)z = a / 00 (0)S(1°0)z d, ¥z € X, (1.5)
0
v6i ¢, 1a ham mat do xac suat trén (0,00), ¢, c6 bieu dién
1 «— r 1
0a(0) = — ;(—1)"_19”_1% sinnma, 6 € (0,00).

Trén co s6 (1.3), dan ra dinh nghia nghiém tich phan cho (0.2)).
Dinh nghia 1.3.1. Ham x € C([0,T); X) dudc goi la nghiém tich phan
cia (0.2) trén [0,T) vdi di kien dau & khi va chi khi

o(6) = S0+ [ (4= 9) ' Pult = 5)f(as)) ds.
vdi moi t € [0, 7.

Tiép theo, ta s& nhic lai mot sé két qua co ban dugc diing cho phan

sau cua luan vin.

B6 dé 1.3.1. Gid st A la phan tii sinh ciia Co-nata nhom {S(t) Yo trong
X sao cho ||S(t)|]| < M vdit > 0. Khi do
i) [Sa(®)ll < M, Pa(t)|| < g5 vdi t > 0;
i) Néu S(t), t > 0 la todn tii compact, thi S, (t) va Pa(t) cing la todn
t compact vor t > 0;

i11) Néu S(-) lien tuc theo chuan thi So(-) va Pa(-) ciing lien tuc theo

chuan;
w) Néu S(-) on dinh mi, nghia la [|S(t)|| < Me™ " vdi 8> 0, thi

I1Sa(@)]] < M Eq(=5t%),
[Pa(Oll < MEoo(=5%),

vor mor t > 0.
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Chimng minh. Chitng minh khang dinh i) va ii) c¢6 thé tim trong [28§],
khang dinh iii) dugc chiing minh trong [26]. Khang dinh cudi dugc chitng
minh trong [3]. O]

Xét toan ti Q, : LP(0,T;X) — C([0,T]; X) dugc dinh nghia bdi

¢
QN0 = [ (=51 Palt = 9)f(s)ds. (1.6
trong d6 p > 1. Két qua sau dugc chiing minh trong [17).

Meénh dé 1.3.2. Gid si rang Cy-niia nhém {S(t)}i>o sinh bdi A lien
tuc theo chuan. Khi dé vdi moi tap bi chan khd tich Q C LP(0,T; X),
Q.(Q) la tap dong lién tuc trong C([0,T]; X).

Ky hiéu E, 3 1a ham Mittag-Leffler

R,aa>0,8>0.
ZFom—l-ﬁ 2eRa>0p

n=0

Trong chiing minh phan sau, cic bat dang thic loai Gronwall sau
dugce su dung.

B6 dé 1.3.3. ([27, Hé qua 2]) Gid st rang 8 > 0,b > 0 va o la ham
khong giam, khong am va kha tich dia phuong trén [0,T]. Néu v la ham
khong am khd tich dia phuong trén [0,T] vdi

v(t) < o(t) + b/t(t — 5 (s)ds, Yt € ]0,T],
thi v(t) < o(t)Es1(bL(B)t?) vdi moi t € [0,T).

B6 dé 1.3.4. Cho v : [0,T] — R la ham lién tuc va thod man bat ding
thic tich phan

t
o) < Eua (=0t + [ (=9 Eaa(=n(t = 5)°) (€0(5) + 1) ds,
0
trong dé o € (0,1),0 <€ <mn, k >0,v9 > 0. Khi do

o(t) < Bag(=00 = 0y + —=5 (1= Baa(=(n = 01*) . (17)
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Chitng minh. St dung 1ap luan tuong tu nhu trong [16, Bo dé 13], ta c6
0(0) < Baal= 0= 0o [ (=" B~ (0= 0)—)")ds. (1.8)
Hon nita, sit dung phép bién doi Laplace ta cé

d
_Ea>1(_7ta) - _Vta_lEa,a(_'Yta), V’}/ > 0,t > 0.

dt
Stt dung dang thitc cudi dé tinh tich phan trong (1.8)), chiing ta nhan
duge (1.7)). O

1.4 Do do khong compact va anh xa nén

Cho E la khong gian Banach, ky hiéu B(FE) 1a tap hop cac tap con bi
chin, khac rong cua F. Ta st dung dinh nghia do do khéng compact sau
(xem [15]).

Dinh nghia 1.4.1. Mot ham ¢ : B(E) — R dugc goi la do do khong
compact (MNC) trén E néu

(o Q) = () vdi moi 2 € B(E),

¢ dé ¢ (co Q) la bao déng cia bao loi cia tap Q. Mot MNC +) dugc goi

la:

(i) don diéu néu vdi moi tap Q, Q1 € B(E) sao cho Qy C Q, ching ta
co Zp(QO) < w(Ql);

(ii) khong suy bién néu ({a} U Q) = (Q) vdi moi a € E,Q € B(E);

(iii) bat bién vdi hop cia tap compact néu (K UQ) = (Q) vdi moi tap
compact tuong doi K € E va Q) € B(E);

(iv) nita cong tinh dai s6 néu Y(Qy + ) < Y(Q) + () vdi moi
oy, € B(E),

(v) chinh quy ¥ (Q) = 0 tuong duong vdi tinh compact tuong doi cia .
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Mot vi du vé MNC tho& man cac tinh chat néu trén 1A MNC Hausdorff
x(+), v6i x(+) dinh nghia bdi

X(Q) =inf{e > 0: Q ¢6 hitu han € — ludi}.

Bay gig, ching ta xay dung mot vai dé do khoéng compact. Gia su L > 0
va D C E=C(0,T]; X), dat
wr(D) = sup e “x(D(t)), 6 d6 D(t) := {x(t): 2 € D}, (1.9)
t€[0,T

D) =1i — z(s)]. 1.1
modp(D) =limsup ~_ max _(t) - 2(s)] (1.10)

Theo [15, Vi du 2.1.2, 2.1.4], wr vd mody 1a cac MNC va ching thoa

man tit ci céc tinh chit trong dinh nghia [1.4.1] ngoai trit tinh chinh
quy. Thém vao dé, véi D C C([0,T]; X) thi

e wr(D) = 0 khi v& chi khi D(¢) 1& tap compact tuong déi véi moi
tel0,T7;

e mody(D) = 0 khi va chi khi D lién tuc dong bac.

Dt
XT(D) = wT(D) -+ modT(D),

khi d6 yr 1& mot MNC chinh quy trén C([0,7]; X). That vay, néu
xr(D) = 0 thi wp(D) = mody(D) = 0. Diéu nay suy ra rang D(¢)
14 tap compact tuong ddi v6i moi ¢ € [0, 7] va D 1a tap lién tuc dong
bac. Do d6, theo dinh Iy Arzela-Ascoli tap D la tap compact tuong doi.

Ta ciing can khai niém vé y-norm cho mot toan ti tuyén tinh bi chin
tréen E. Gia st L € L(F), dinh nghia

|||y = inf{C > 0: x(L(Q2)) < Cx(Q2) véi tat ca tap bi chin Q C E}.
(1.11)

Chiing ta biét rang (xem, vi du [2])

e [|L|, = x(L(By)), 6 d6 By 1a hinh cau don vi trong E;

e L], 1a mot nita chuan tren L(E) va || L|ly < || Lz
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e ||L||, = 0 khi va chi khi L la toan tit compact.
Bay gio ta nhéic lai mot s6 uéc lugng co ban vé MNC.
Ménh dé 1.4.1. ([4]) Néu D c L'(0,T; X) sao cho
(i) IC()|| < v(t), vdi moi ¢ € D va vdi hau khdp noi trén [0, T],

(ii) x(D(t)) < q(t) vdi hau khdp noi trén [0,T], ¢ dé v,q € L*(0,T).

Khi do . t
([ peras) <1 [ ats)as

J do /OtD(s)ds={/0tC(s)ds:§€D}.

Dé nghién citu tinh gidi dugc ctia hé (0.2) ta sit dung nguyén Iy diem

bat dong cho anh xa nén.

Dinh nghia 1.4.2. Anh za hén tuc F : Z C E — E duogc goi la nén

theo MNC 1) (yp—nén) néu vdi bat ky tap bi chan Q C Z, rang budc
(€) < P(F(Q))

kéo theo tinh compact tuong doi cia ).

Gia st ¢ 14 MNC don diéu, khong suy bién trong E. Ta c6 dinh 1l

diém bat dong sau.

Dinh 1i 1.4.2. [15, Hé qud 3.3.1] Gid si M la tap con loi, déng, bi chan
cia E va dat F : M — M la mot anh za -nén. Khi dé Fix(F) := {z =
F(z)} la mot tap compact khdc rong.
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Chuong 2

Bai toan vé tinh hit trong khoang

thoi gian hitu han

2.1 Su ton tai nghiém

Dé nghién cttu tinh giai duge, ta dua ra cac gia thiét sau.

(A) Cop-ntta nhém {S(t)}>o sinh bdi A lien tuc theo chuan va bi chin

toan cuc, nghia 1a ton tai M > 1 sao cho
|1S(t)x|| < M|jz||,Vt > 0,Vx € X.
(F) Ham phi tuyén f: X — X lién tuc va thod méan
(1) Diéu kién ting trudng
LF (I < E([ol), Yo € X,

trong d6 ¥ : RT — R™ 14 mot ham lién tuc khong giam;
(2) Néu S(-) khong compact thi v6i mdi tap bi chin Q C X, ta ¢
X(f() <k x(9),
voi k€ RT.

Cha y 2.1.1. Chi § rang, gid thiét (F)(2) dudc thod man néu f hoan

toan lién tuc hodc lién tuc Lipschitz vdi hé so k (zem [2]).
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Cho ¢ € X, ta dinh nghia todn ti¢ nghiem 3 : C([0,7]; X) — C([0,T]; X)

nhu sau
D)0 = Sult6+ [ (t= 9 Pult =)0l ds, (1)
hoéc tuong duong,

Y(y)(t) = Sua(t)§ + Qa o N(y)(t),

trong d6 Q, cho bdi va Ny(y)(t) = f(y(t)) véiy € C([0,T]; X).

Theo cong thiic trén ta thay réang y 1a nghiém tich phan cta khi
va chi khi y 1a diém bat dong ctia toan ti nghiem X. T gid thiét dit
tren f, ¥ 1a ham s6 lien tuc tren C([0,T]; X).

Bé dé tiép theo chi ra tinh nén ctia X.
B6 dé 2.1.1. Vdi cic gid thiét (A) va (F) thi vdi moi tap bi chan
QcCC(0,T]; X) ta co
t
@) < ((sup 4k [ (6= 9Pt = 9)lds)x* ().

t€[0,7]

Ching minh. Gid st 2 14 mot tap bi chin trong C([0,T]; X). V6i x € ,
ta co

S(@)(t) = Sa(t)§ + Qa o Ny(2)(t),
trong d6 Ny(x)(t) = f(x(t)). Tu gia thiét (F)(1), Nr(£2) 1a tap bi chin
kha tich. Tu day va Ménh de|1.3.2} ta thay rang Q, o N;(2) la tap dong
lien tuc trong C([0,7]; X). Do d6

mode (X(2)) = mode(Qa 0 Ny(22)) = 0. (2.2)

Mat khac
X(X(2)(1)) < x(Qa o Np(€)(2)), ¢t = 0.
Theo Ménh dé[1.4.1] ta ¢6 udc luong

Qoo Ny () < 4 (= 81 (Palt — ) F(Os)) ds.
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Néu nita nhém S(-) compact thi, xem Ménh dé|1.3.1], P,(-) ciing compact.
Do d6 x(P.(t — s)f(2(s)) = 0. Truong hop ngugc lai, sit dung gié thiét
(F)(2), ta co

Qoo Ny < 4 (= 8 Pult = $)] - X(F(Qs)))ds

< [ (=9 IPalt = 9l ()

Suy ra

t
e_th(E(Q)(t)) < (4l~c/ (t—s)o‘_le_L(t_s)||73a(t—s)||xds) sup e_th(Q(t)).
0 t€[0,7]
(2.3)
Tt cédc ubce lugng (2.2) va (2.3), ching ta c¢6

@) < (sup 4k [ (=Pt = ) sy (@)

te[0,7]
Chitng minh hoan thanh. ]

Chon L trong (1.9)) sao cho

t
4k sup / (t — )" te HE| Py (t — 5) ds < 1.
te[0,77J0

Khi d6 theo B6 dé [2.1.1] toan tii nghiem ¥ 13 y*-nén. Dinh 1y sau day
phét biéu két qua vé tinh gidi duge cia (0.2).

Dinh i 2.1.2. Gid st cdc gid thiét (A) va (F) dugc thod man. Néu ton
tar R > 0 sao cho

I+ 1R
Mo+ el + () = " (2.4)

thi tap nghiém cia (0.2)) la tap compact khdac rong.

Chitng minh. Ap dung Dinh 1y [1.4.2, ta can ching minh ¥ anh xa Bp
vao chinh Bg, 6 day Bpg 1a hinh cau déng trongC([0,T]; X) tam tai goc
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toa do, ban kinh R. That vay v6i moi x € Bpg, ta ¢
t
1Z(@) (@) < [|Sa@I€] +/0 (t = 5) T HPalt — )1 (||(s)]) ds
MT®
<M _
< MU+ Far s

Bét dang thiic cubi chi ra rang X(z) € Bg. Dinh Iy dugce chiing minh. [

U(R) < RVt € [0,T).

Chu y 2.1.2. (i) Diéu kién ([2.4) cho phép ham phi tuyén cé tang trudng
trén tuyén tinh. Chang han V(r) = (r?, thi diéu kien (2.4) la

MIT*R* —T(a+ 1)R+ MTI(a + 1)||€]| < 0.

Do dé ta chon R sao cho
I'a+1)—06 <R< F(oz+1)+5’
20MT>  — T 2MT“
5 = /T2 +1) — 40M2TeT (o + 1)[€]
vdi dieu kien 4OM>T|€|| < T(a+1).

(ii) Néu || f(v)|| = o(||v]]) khi ||v]| — O thi két lugn cia Dinh lyj|2.1.2
van ding vdi dieu kién la € di nhd, trong truong hop nay gid thiét (F)(1)
va (2.4) khong can thiét. Ching ta ching minh khang dinh X(Bs) C Bs
vdi & di nho. That vay, theo gid thiét, vdi moi € > 0, ton tai 6 > 0 sao

cho || f(v)]| < €]|v] nre(u Hv\ll)é J.
o+

il S e P <
onrre Vel =57

Léy r € Bs, e = thi

IS@) ()] < Mlell + % / (t — 5|1 (a(s))]1ds

eM [1 _

< Mgl + 1 [ (6= a(e))as
eMT“

< MJEl+ propy? <8 V€ 0.T],

khang dinh dudgc ching minh.
(iii) Néu f cé tang trudng tuyén tinh, nghia la cé cdc s6 khong am
a,b sao cho
U(r)=a+ br,
thi khong can diéu kién (zem [5]).
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2.2 Tinh huat trong thoi gian hitu han

Trong phan nay, sé ching minh mot s6 két qua vé tinh hat trong thoi
gian hitu han clia nghieém cta (0.2)). Ky hieu S(¢) 1a tap cac nghiem cla
ting v6i dit kién ban dau &. Cha y rang gia thiét (F) dit trén f
khong khang dinh sy duy nhat nghiém ctia bai toan Cauchy, khi d6 S(¢)
c6 the 1a da tri. Vi thé sé st dung khai niém sau vé tinh hit trong thai
gian hitu han cta nghiém cta ((0.2]).

Dinh nghia 2.2.1 (Tinh hat trong thoi gian htu han). Cho y : [0, 7] —
X la mot nghiem (0.2)).

(i) y duoc goi la hit trén [0,T] néu ton tain > 0 sao cho
[2(T, ) — y(T,y(0) | < I€ —»(O), (2.5)
vdi moi § € By(y(0))\{y(0)} va x € S().

(ii) y dudc goi la hit ma trén [0,T] néu
) 1
lmsup L sup sup [2(7,6) — y(TyO)] <1 (26)
nN\o T £eB,(y(0)) zeS(§)
T dinh nghia tinh hat mii suy ra tinh hiat. Bo dé sau dan ra diéu
kién dua cho tinh hat ma.
B6 dé 2.2.1. Choy € C([0,T]; X) la mot nghiém cia (0.2). Khi dé y
hait ma trén [0, T] néu

lmsup  sup |2(T,y(0) + &) — y(T,y(0))||

< 1. (2.7)
lel—0 2eS(y(0)+¢) €]

Ching minh. Ta cé
1
— sup sup ||z(7,§) —y(T,y(0))]
1 €€B,(y(0)) zeS(¢)
T.4(0 — (T 4(0
—sup swp |z(T, y(0) + &) — y(T, y(0) | [[£]]
€]l <n z€S(y(0)+€) 1€l 1
T, 4(0 — (T, (0
< sup  sup |2(T, y(0) + &) — y(T, y( ))H.
€]l <n 2€S(y(0)+¢) €]
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Suy ra

, 1
limsup— sup sup ||z(T,&) — y(T,y(0))||

O T geB,(y(0)) zeS(¢)
T — (T
< lmsup  sup |z(T,y(0) + &) — y( ,y(O))II.
lel =0 2eS(y(0)+€) 1<l

Tu bat dang thiic cudi va st dung diéu kién (2.7)) cho ta diéu phai chiing

minh. ]

Dé nghién citu tinh hit trong thai gian hitu han cho nghiém ctia (0.2)),
ta thay thé cac gia thiét (A) va (F) bdi cac gid thiét sau.

(A*) Ntta nhém S(-) sinh bdi A lién tuc theo chuan va ton tai M > 1,3 >

0 sao cho
[S(t)z|| < Me " ||z||, ¥t > 0,Vz € X.

(F*) Ham f thoa man (F) v6i U la ham Lipschitz dia phuong va ¥(0) =
0. Hon nita, || f(v)|| = ~llvll + o[[v]]) khi [v]| — 0, véi v < 4.

B6 dé 2.2.2. Dudi cic gid thiét (A*) va (F*) thi

limsup sup ||z(¢)|| =0, Vvt € (0,T].
1€l| =0 z€S(¢)

Chatng minh. Lay & € X. Theo cong thiic nghiém tich phan ta c6

le@)] < Mgl + % / (t — 5 U ([lx(s)[)ds, Vi € (0,T], Vi € S(E).

Dat v(t) = limsup sup ||z(¢)||. Theo gia thiét va bat dang thiic trén ta

1€]=0 z€S(¢)
co v
o(t) < —L / (t— )2 10 (u(s))ds, ¥t € (0,T]. (2.8)
(@) Jo
Dit |v|oc = sup v(¢). Vi ¥ la ham Lipschitz dia phuong nén ton tai
t€[0,7]

L = L(|v|) sao cho

U(v(t)) = [W(v(t)) — W(0)] < Lo(t), vt € [0,T].
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Do d6 tit bat dang thiic (2.8)) ta c

ML /’f L
v(t) < — t—s)* "w(s)ds, Vt € (0,T.
0= 25 [t s os)ds, ve e (0.7
Tt day va B6 dé|1.3.3[suy ra v = 0. Dinh 1y dugc ching minh. O

Dinh 1i 2.2.3. Néu cdc gid thiét (A*) va (F*) thod mdn va
o 1
Eos(—(8 -7 < L (29)
Khi dé nghiém khong cia (0.2)) hat mau trén [0,T].

Chiing minh. Cho truéc € > 0. Theo gia thiét vé ham f, ton tai 6 > 0
sao cho

[f @)l < (v +e)llv]l, Vv € Bs(0).
Stt dung B6 dé [2.2.2) véi € € B,(0) ta tim duge n > 0 sao cho ||z(t)]| <
6, Vt € (0,T], Vo € S(§). Do d6 véi € € B,(0) ta cb

Lf DI < (v + e)llz(@)]], vt € (0,T], Y € S(E).

Chon € > 0 sao cho

ME,1(—(8—M(y+¢)T) < 1.

St dung gia thiét (A*) va B6 dé [1.3.1} ta nhan dugc wdc lugng sau

()] < M Eq1(=5t") €] + M/Ot(t = 5)"  Eaa(=B(t — 5)*)[f(2(s))||ds

< MEqa (=)l + M(y + 6)/0 (t = 5)" " Baa(=B(t = 5)")[lx(s)lds,

v6i € € B,(0) va x € S(€). Ap dung B3 dé [1.3.4} ta c6

()] < MEqoq (=(8 — M(y+€)t?) [I£]l, vt € (0,T].

Vi vay, ta thu dugc

T
limsup sup l=(T)l < 1.

lel-0 aesie) Il
Dinh 1y dugc chitmng minh. 0



24

Hé qud ching ta nhan dugc két qua vé tinh hat tuyén tinh hoa cho hé

0)
Hé Qua 2.2.4. Gid si (A) thod man va gid st f € C(X) sao cho
1. f(0) = 0;
2. f thoa man (F) voi ¥ la ham Lipschitz dia phuong;
8. Ay = A+Df(0) la phan tii sinh ctia nata nhém on dinh mi {So(t) }iso,
nghia la
I1So(t)|] < 7, ¥t >0,
vdr 3 > 0.
Khi dé nghiém khong cia (0.2)) hait tren [0,T].

Ching mainh. Ta cé
t
Solt) = S(tw + / S(t — $)Df(0)vds, W € X,
0

trong d6 S(-) 14 nita nhém sinh béi A. Cong thiic biéu dién & trén khang
dinh ring Sy(+) ¢6 cuing tinh chit compact hoac lién tuc theo chuan nhu
S(-)- Dat fo(v) = f(v) — Df(0)v thi fy € C(X).

Néu S(-) khong compact, thi v6i tap bi chin tuy ¥ Q C X ta c¢6

X(fo(€2)) < x(F(2)) + [IDFO)x(€2) < (K + [[DfO)][)x(€2).
Mat khéac

I fo)Il < If @I+ DOl < T(lloll) + IDFO) ]l = (|ful).

R6 rang U 13 ham lien tuc khong gidm, Lipschitz dia phuong nhu .
Hon nita || fo(v)]] = o(||v]|) khi ||v]] = 0, nghia 13, fy thod man gi& thiét
(F*) v6i v = 0.
Viét lai phuong trinh duédi dang
d

o [ = 2(0)]) = Aoz (t) + fo(a ().

Ap dung Dinh 1y [2.2.3| cho phuong trinh cudi v6i M = 1, chting ta nhan
duoc chimg minh ctia He qua [2.2.4 ]
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Dé chiing minh tinh hit ctia cac nghiém khéac khong, ching ta thay
gia thiét (F*) boi gid thiét sau.
(F*) Ham f thod man (F)(2) va
1f (u) = )l < ¥(flu—vl]), Yu,v e X,
trong d6 ¥ € C'(R™;R™) 14 ham Lipschitz dia phuong, khong giam
va thoa man

U(r)=~r+o(r) asr —0, 7<%.

Dinh Ii 2.2.5. Gid s (A*), (F*) va (2.9) thod man. Khi dé moi nghiem
cia (0.2) hat ma tren [0,T7].

Chaing minh. C6 dinh & € X va x* € S(¢*), ching ta ching minh tinh
hit cta nghiém z*. Vi x € S(§) , £ € X, dat

E=¢—¢ i(t) =z(t) —x*(t), t € 0,T).
Khi d6 z thoa man
F(t) = Sa(t)E + /O (t — ) " Palt — 9)[f (z(s)) — f(2*(s))]ds.
Theo gia thiét (F*), ta c6
1f(z(t)) = fa* @) < w(|z@)]), vt €[0,T].
Lap luan tuong tu nhu ching minh cta Bo dé , ta co

limsup sup ||z(t) — 2" (¢)|| =0, Vt € (0,T].
I€—0 2€S(E)

Tuong tu nhu trong ching minh cia Dinh 1y [2.2.3] ta nhan dugc

T) — (T
limsup sup |2(T) — 2" (1) _9
I =0 zeS(E) 1€l

Tuong duong,
T) — (T
limsup  sup |=(T) —2"(D)l} _
€110 wes(er+é) €1l

Dinh 1y dugc chitmng minh. ]
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2.3 Ap dung

Cho 2 C RY 14 mién bi chin vé6i bien 9 tron. Xét phuong trinh vi phan

dao ham riéng bac phan sb

Ou(z,t) = Agu(x,t) + flu(z,t), a € (0,1), t € [0,7], (2.10)
v6i dieu kién bién
u = 0 trén 012, (2.11)
va dit kién ban dau
u(z,0) =¢(z), € Q. (2.12)

Trong mo hinh bai to4n trén, 9 1a dao ham bac phan s6 theo nghia
Caputo véi bac « ting v6i bién thoi gian ¢, A, 1a toan ti Laplace theo
bién z, va f : R — R 1a ham s6 lién tuc.

Ky hiéu

X =Cy(Q) ={vel():v=0 trén 00},

trang bi chuan ||v|| = sup |v(z)|. Dit A = A véi mién
zeQ

D(A) = {v € Co(Q) N HAQ) : Av € Cy(Q)},

va dinh nghia f : Cp(Q) — Cy(Q) nhu sau

f)(@) = fv(z)), Yv € Co(Q).
Khi dé (2.10)-(2.12)) 13 mo hinh ctia (0.2)). Ta biét rang, xem [25], A sinh

ra Co-ntia nhom {S(t)}s>p co trén X, nghia la ||S(¢)|| < 1,V > 0. Hon
nita, theo [6, Dinh 1y 2.3], S(-) 14 ntta nhém compact. Do d6 gia thiét
(A) thod man.

Luu ¥ rang, v6i nita nhom co S(-), thi ||[S(¢)|| = 1 v6i moi ¢ > 0 hodc
S(+) on dinh mi. Theo [14, Dinh 1y 4.2.2], ta c6

Y Q2/N
IS0 < Me, M = exp< o ) ,
T
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trong d6 A\; 1a gid tri rieng dau tién ctia (—A) trong Hi (), cu the

Jo |Vul?dz )
Alzsup{W:uEHo(Q),u#O )

va |Q| the tich ctia mién Q. Do dé gia thiét (A*) dugc thod man.
Chiing ta xét truong hop f c6 tang trudng trén tuyén tinh
1f(2)] < k|zP,Vz €R, véi k >0, p > 1.
Khi do
e f(0)=0;
o [[f(v)]| < K| v||P for all v € Cy(Q).

Ta c6 the dé dang thiy rang f thod man (F*) v6i v = 0. Theo Dinh ly
2.2.3 nghiém khong ctia (2.10) htt ma trén [0, 7] néu

bWle) 2/N
exp (%) Eo1(—MT) < 1.

Thuc té, diéu kién cudi dat trén T, dieu kién nay yéu cau T > T* véi
T* = T*(2, N) > 0. Chiing ta gidm nhe diéu kién ndy bdi gid st rang
f € C*(R) sao cho f'(0) < 0. Vi f kha vi cAp hai, ta c6 f € CH(Cy(Q))
(xem [24, BS dé 4.13]). Cha y 1la Df(0) = f'(0)I, nita nhém Sy(-) sinh
bdi Ay = A+ Df(0) xac dinh béi

So(t) =" OtS(1), t >0,
va vi S(-) 1a nita nhém co nén

1So(8)]| < 'O > 0.

Stt dung He qua 2.2.4] ching ta c6 thé phat biéu ring nghiem khong cia
(2.10) hat ma trén [0, 7] v6i moi T' > 0.
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Két luan

Luan van trinh bay mot s6 két qué gan day trong cong trinh [I8] vé tinh
hit trong thai gian hitu han déi véi 16p phuong trinh vi phan cap phan
s6 nita tuyén tinh trong khong gian Banach tong quat. Cu thé:

1. Tinh gidi dugdc toan cuc ctia bai toan Cauchy trong truong hop phan
phi tuyén ting trudng trén tuyén tinh.

2. Diéu kién diu dam béo tinh hit mi ctia nghiém.

3. [j’ng dung két qud tritu tuong cho mot 16p phuong trinh dao ham

rieng cap phan s6 nta tuyén tinh.

Luan van cé thé phat trién theo huéng nghién citu tinh hit trong trusng
hop ham phi tuyén chita tré hodc ham phi tuyén 14 anh xa da tri.
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