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Mð �¦u

1. Lþ do chån �· t i

Lþ thuy¸t ên �ành c¡c h» vi ph¥n xu§t ph¡t tø c¡c b i to¡n thüc t¸, câ
làch sû ph¡t triºn h ng th¸ k� tø cæng tr¼nh cõa Lyapunov v  �¢ �¤t
�÷ñc nhúng th nh tüu quan trång. Mët trong nhúng h÷îng ph¡t triºn
cõa lþ thuy¸t n y l  xem x²t kh¡i ni»m ên �ành trong thíi gian húu h¤n.
Lþ thuy¸t ên �ành trong thíi gian húu h¤n cõa c¡c h» vi ph¥n �¢ trð
th nh chõ �· nghi¶n cùu sæi �ëng trong nhúng n«m g¦n �¥y.

Vîi mong muèn ti¸p cªn h÷îng nghi¶n cùu n y, tæi chån �· t i:

T½nh hót trong thíi gian húu h¤n �èi vîi nghi»m cõa ph÷ìng
tr¼nh vi ph¥n c§p ph¥n sè nûa tuy¸n t½nh.

Möc ti¶u cö thº l  x²t t½nh hót trong thíi gian húu h¤n cõa nghi»m cõa
ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p ph¥n sè d¤ng

Dα
0u(t) = Au(t) + f(u(t)), t ∈ (0, T ], (1)

trong �â to¡n tû A : D(A) ⊂ X → X l  ph¦n tû sinh cõa mët C0-nûa
nhâm tr¶n khæng gian Banach X, f l  mët h m phi tuy¸n.

Kþ hi»u S(ξ) l  tªp nghi»m cõa (1) vîi dú ki»n ban �¦u ξ. Gi£ sû
u ∈ S(ξ) l  mët nghi»m cho tr÷îc cõa (1). Khi �â

(i) u �÷ñc gåi l  câ t½nh ch§t hót tr¶n �o¤n [0, T ] n¸u tçn t¤i η > 0 sao
cho

‖v(T )− u(T )‖ < ‖ζ − ξ‖
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vîi måi ζ ∈ Bη(ξ) \ {ξ} v  v ∈ S(ζ), ð �¥y Bη(ξ) l  h¼nh c¦u �âng
trong X vîi t¥m t¤i ξ v  b¡n k½nh η.

(ii) u �÷ñc gåi l  câ t½nh ch§t hót mô tr¶n �o¤n [0, T ] n¸u

lim sup
η↘0

1

η
sup

ζ∈Bη(ξ)

sup
v∈S(ζ)

‖v(T )− u(T )‖ < 1.

Kh¡i ni»m t½nh hót trong thíi gian húu h¤n �÷ñc �· xu§t trong cæng
tr¼nh [12].

2. Möc �½ch nghi¶n cùu

Nghi¶n cùu t½nh hót v  hót mô trong thíi gian húu h¤n �èi vîi nghi»m
cõa h» vi ph¥n (1).

3. Nhi»m vö nghi¶n cùu

• T¼m hiºu lþ thuy¸t ên �ành trong thíi gian húu h¤n cho c¡c h» vi
ph¥n.

• T¼m hiºu lþ thuy¸t nûa nhâm v  gi£i t½ch bªc ph¥n sè.

• Nghi¶n cùu t½nh hót v  hót mô �èi vîi nghi»m cõa (1).

4. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

• �èi t÷ñng nghi¶u cùu: ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p ph¥n sè nûa tuy¸n
t½nh.

• Ph¤m vi nghi¶n cùu: �i·u ki»n �£m b£o t½nh hót v  hót mô.
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5. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

Luªn v«n sû döng mët sè cæng cö cõa gi£i t½ch h m v  ph÷ìng tr¼nh vi
t½ch ph¥n:

• Gi£i t½ch bªc ph¥n sè;

• Lþ thuy¸t ên �ành thíi gian húu h¤n;

• Lþ thuy¸t �iºm b§t �ëng.

6. �âng gâp cõa luªn v«n

Tr¼nh b y mët sè k¸t qu£ g¦n �¥y v· t½nh hót v  hót mô �èi vîi nghi»m
cõa ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p ph¥n sè nûa tuy¸n t½nh, düa v o cæng
tr¼nh [18].
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�°t v§n �·

H» �ëng lüc trong thíi gian húu h¤n �÷ñc nghi¶n cùu rëng r¢i trong hai
thªp k¿ trð l¤i �¥y. �ëng cì �¦u ti¶n thóc �©y nghi¶n cùu h» �ëng lüc
trong thíi gian húu h¤n l  t½nh to¡n tr÷íng v²c tì trong kho£ng thíi
gian bà ch°n t ∈ [t0, t1] cõa h» �ëng lüc sinh bði ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n

ẋ(t) = f(x(t)). (0.1)

Khi ph÷ìng tr¼nh (0.1) �÷ñc x²t tr¶n nûa tröc, ng÷íi ta quan t¥m tîi
d¡ng �i»u trong thíi gian ng­n cõa nghi»m, ngh¾a l  d¡ng �i»u cõa
nghi»m tr¶n [t0, t1]. Khi nghi¶n cùu c¡c h» �ëng lüc tø c¡c b i to¡n vªn
chuyºn trong ch§t läng, m¤ng ho¡ sinh, truy·n t½n hi»u (xem [11]), d¡ng
�i»u trong thíi gian húu h¤n �âng vai trá quan trång v  câ þ ngh¾a vªt
lþ hìn d¡ng �i»u ti»m cªn khi t → ∞. Mët v i k¸t qu£ g¦n �¥y v· mô
Lyapunov cho c¡c qu¡ tr¼nh ti¸n hâa trong thíi gian húu h¤n câ thº kº
�¸n [11, 13].

Theo h÷îng nghi¶n cùu d¡ng �i»u trong thíi gian húu h¤n cõa nghi»m
cõa (0.1), kh¡i ni»m t½nh hót trong thíi gian húu h¤n �÷ñc �· xu§t trong
[22] câ ½ch trong lþ thuy¸t �i·u khiºn. Mët nghi»m y cõa h» (0.1) �÷ñc
gåi l  hót tr¶n [0, T ] n¸u tçn t¤i sè η > 0 sao cho vîi b§t k¼ nghi»m
x(·, ξ) cõa (0.1) vîi dú ki»n �¦u ξ ta câ

‖x(T, ξ)− y(T, y(0))‖ < ‖ξ − y(0)‖, ∀ξ ∈ Bη(y(0))\{y(0)},

trong �â Bη(y0) l  h¼nh c¦u t¥m t¤i y0 b¡n k½nh η. N¸u ta câ

lim sup
η↘0

1

η
sup

ξ∈Bη(y(0))

‖x(T, ξ)− y(T, y(0))‖ < 1,
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th¼ nghi»m y �÷ñc gåi l  hót mô tr¶n [0, T ]. Câ thº tham kh£o [9, 12]
cho nhúng nghi¶n cùu g¦n �¥y li¶n quan tîi t½nh hót trong thíi gian húu
h¤n �èi vîi ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n th÷íng.

Trong luªn v«n n y sû döng c¡c kh¡i ni»m hót trong thíi gian húu
h¤n v  hót mô thíi gian húu h¤n �º ph¥n t½ch d¡ng �i»u cõa nghi»m
cõa ph÷ìng tr¼nh

d

dt
(µα ∗ [x− x(0)])(t) = Ax(t) + f(x(t)), (0.2)

tr¶n kho£ng thíi gian bà ch°n [0, T ], trong �â µα(t) = t−α

Γ(1−α) vîi α ∈
(0, 1), h m tr¤ng th¡i x(·) l§y gi¡ trà trong khæng gian Banach X, A l 
to¡n tû tuy¸n t½nh �âng v  sinh ra nûa nhâm li¶n töc m¤nh tr¶n X,
f : X → X l  h m phi tuy¸n. Ð �¥y, µα ∗ v, vîi v ∈ L1

loc(R+;X) l  t½ch
chªp Laplace, ngh¾a l , (µα ∗ v)(t) =

∫ t
0 µα(t − s)v(s)ds. Ph÷ìng tr¼nh

(0.2) công �÷ñc bi¸t nh÷ l  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n bªc ph¥n sè (FrDE)
vîi �¤o h m Caputo bªc ph¥n sè α.

C¡c ph÷ìng tr¼nh khæng �àa ph÷ìng theo bi¸n thíi gian nh÷ ph÷ìng
tr¼nh (0.2) vîi A l  to¡n tû �¤o h m ri¶ng elliptic c§p hai �÷ñc sû döng
trong vªt lþ to¡n �º mæ h¼nh c¡c qu¡ tr¼nh �ëng lüc trong vªt li»u vîi
nhî. C¡c ph÷ìng tr¼nh n y công �÷ñc sû döng �º mæ t£ c¡c qu¡ tr¼nh
khu¸ch t¡n b§t th÷íng (xem [19]). Nh÷ �¢ mæ t£ trong [19], n¸u thay
µα bði nh¥n kh£ t½ch �àa ph÷ìng, chóng ta câ thº dòng ph¦n tuy¸n t½nh
cõa h» (0.2) �º mæ t£ nhi·u qu¡ tr¼nh nh÷ qu¡ tr¼nh khu¸ch t¡n chªm,
qu¡ tr¼nh khu¸ch t¡n nhanh v  qu¡ tr¼nh khu¸ch t¡n si¶u chªm.

Câ nhi·u k¸t qu£ nghi¶n cùu t½nh ên �ành cho FrDE trong khæng gian
húu h¤n chi·u. Ph÷ìng ph¡p h m Lyapunov �º nghi¶n cùu t½nh ên �ành
cõa FrDE �÷ñc �· xu§t trong trong [20]. C¡c �i·u ki»n ên �ành cho FrDE
tuy¸n t½nh thæng qua mô Lyapunov bªc ph¥n sè �÷ñc �· xu§t trong [7],
v  ên �ành tuy¸n t½nh ho¡ cho FrDE nûa tuy¸n t½nh �÷ñc tr¼nh b y trong
[8].

Li¶n quan tîi FrDE trong khæng gian væ h¤n chi·u (ch¯ng h¤n c¡c
ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng mæ t£ hi»n t÷ñng khu¸ch t¡n b§t th÷íng),
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k¸t qu£ v· t½nh ên �ành ½t �÷ñc bi¸t �¸n. Câ mët v i nghi¶n cùu g¦n
�¥y, xem [5, 17], chùng minh t½nh ên �ành y¸u cho FrDE nûa tuy¸n t½nh
trong khæng gian Banach. Nh÷ chóng ta bi¸t, ph¥n t½ch t½nh hót trong
thíi gian húu h¤n cho (0.2) ch÷a �÷ñc nghi¶n cùu.

Theo þ t÷ðng nghi¶n cùu h» �ëng lüc trong thíi gian húu h¤n �· xu§t
trong [12, 22], trong luªn v«n n y s³ thi¸t lªp c¡c �i·u ki»n �õ �º chùng
minh t½nh hót trong thíi gian húu h¤n cho nghi»m cõa (0.2) tr¶n kho£ng
thíi gian bà ch°n d÷îi gi£ thi¸t sè h¤ng phi tuy¸n f câ t«ng tr÷ðng tr¶n
tuy¸n t½nh. Nghi¶n cùu düa tr¶n lþ thuy¸t gi£i thùc bªc ph¥n sè v  c¡c
÷îc l÷ñng nghi»m.

Luªn v«n s³ nh­c l¤i kh¡i ni»m v  k¸t qu£ li¶n quan tîi hå gi£i thùc
bªc ph¥n sè. Th¶m v o �â, s³ d¨n ra k¸t qu£ v· sü tçn t¤i nghi»m cõa
(0.2) d÷îi gi£ thi¸t têng qu¡t v· h m f . Trong möc 3, chùng minh k¸t
qu£ ch½nh v· t½nh hót cõa nghi»m cõa (0.2). H» qu£, v  nhªn �÷ñc k¸t
qu£ v· t½nh hót tuy¸n t½nh ho¡ trong thíi gian húu h¤n. Ph¦n cuèi l 
¡p döng k¸t qu£ trøu t÷ñng cho mët lîp ph÷ìng tr¼nh khu¸ch t¡n chªm
nûa tuy¸n t½nh.
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

Cho (X, ‖·‖) l  khæng gian Banach. Trong ph¦n sau, kþ hi»u C([0, T ];X)

l  khæng gian c¡c h m li¶n töc tr¶n [0, T ] l§y gi¡ trà trongX, v  Lp(0, T ;X), p ≥
1, l  khæng gian c¡c h m x¡c �ành tr¶n [0, T ] l§y gi¡ trà trong X v  kh£
t½ch bªc p theo ngh¾a Bochner. Tªp con D ⊂ Lp(0, T ;X) �÷ñc gåi l  bà
ch°n kh£ t½ch n¸u tçn t¤i ν ∈ Lp(0, T ) := Lp(0, T ;R) sao cho

∀f ∈ D, ‖f(t)‖ ≤ ν(t) vîi h¦u kh­p t ∈ [0, T ].

Kþ hi»u L(X) khæng gian Banach c¡c to¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n tr¶n
X. �º ng­n gån, ta sû döng ‖ · ‖ cho chu©n trong L(X).

1.1 Nûa nhâm c¡c to¡n tû tuy¸n t½nh

Ta nh­c l¤i mët sè kh¡i ni»m v  k¸t qu£ cõa lþ thuy¸t nûa nhâm [1].

�ành ngh¾a 1.1.1. Ta nâi r¬ng {S(t)}t≥0 l  mët nûa nhâm c¡c ¡nh x¤
tuy¸n t½nh bà ch°n tr¶n X n¸u S(t) ∈ L(X) vîi måi t ≥ 0, v 

i) S(0) = I;

ii) S(t)S(s) = S(t+ s), ∀t, s ≥ 0.

Nûa nhâm S(t) gåi l  mët C0-nûa nhâm (hay nûa nhâm li¶n töc m¤nh)
n¸u

lim
t→0+

S(t)x = x, ∀x ∈ X. (1.1)
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�ành ngh¾a 1.1.2. Gi£ sû {S(t)}t≥0 l  mët C0-nûa nhâm tr¶n X. Ta
�ành ngh¾a to¡n tû sinh A cõa nâ nh÷ sau:

D(A) =

{
x ∈ X : lim

h→0+

S(h)− I
h

x tçn t¤i trong X
}

v 
Ax = lim

h→0+

S(h)− I
h

x =
d+(S(t)x)

dt
|t=0 , ∀x ∈ D(A).

Nûa nhâm {S(t)}t≥0 �÷ñc gåi l  compact n¸u vîi méi t > 0, S(t) l 
mët to¡n tû compact.

B¥y gií chóng ta s³ n¶u �ành ngh¾a nûa nhâm gi£i t½ch. Vîi δ ∈ (0, π)

v  σ ∈ (0, π) ta �ành ngh¾a

∆δ = {z ∈ C : | arg z| < δ, z 6= 0},
∆δ(a) = a+ ∆δ = {z ∈ C : | arg(z − a)| < δ, z 6= a},

Σσ = {z ∈ C : | arg z| > σ, z 6= 0},
Σσ(a) = a+ Σσ = {z ∈ C : | arg(z − a)| > σ, z 6= a}.

�ành ngh¾a 1.1.3. Gi£ sû {S(t)} l  mët C0-nûa nhâm sinh bði A tr¶n
khæng gian Banach X. Ta nâi r¬ng {S(t)} l  mët nûa nhâm gi£i t½ch
n¸u tçn t¤i mët th¡c triºn cõa t 7→ S(t) th nh ¡nh x¤ z 7→ S(z) x¡c �ành
vîi måi z thuëc qu¤t ∆δ ∪ {0} v  thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

(1) z 7→ S(z) l  ¡nh x¤ tø ∆δ ∪ {0} v o L(X);

(2) S(z1 + z2) = S(z1)S(z2) vîi måi z1, z2 ∈ ∆δ ∪ {0};

(3) Vîi måi w ∈ X, ta câ S(z)w → w khi z → 0 trong ∆δ ∪ {0};

(4) Vîi måi w ∈ X, ¡nh x¤ z 7→ S(z)w l  gi£i t½ch tø ∆δ v o X.

Méi ¡nh x¤ S(z) nh÷ tr¶n gåi l  mët th¡c triºn nûa nhâm gi£i t½ch
cõa S(t).

�ành ngh¾a 1.1.4. N¸u ¡nh x¤ t 7→ S(t) li¶n töc tr¶n kho£ng (0,+∞)

theo chu©n trong L(X) th¼ ta nâi nûa nhâm {S(t)}t≥0 l  li¶n töc theo
chu©n (norm-continuous). N¸u S(·) li¶n töc tr¶n nûa tröc [0,∞) th¼ ta
nâi nûa nhâm n y li¶n töc �·u.
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Ta bi¸t r¬ng méi nûa nhâm compact ho°c gi£i t½ch �·u l  li¶n töc
theo chu©n.

Cho A l  mët to¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n tr¶n khæng gian Banach X
(A ∈ L(X)). Khi �â hå to¡n tû

etA :=
∞∑
n=0

tnAn

n!
, t ∈ R+,

l  mët nûa nhâm li¶n töc �·u, do �â nâ li¶n töc theo chu©n.
Gi£ sû A l  mët to¡n tû tuy¸n t½nh tü li¶n hñp tr¶n khæng gian Hilbert

thüc H thäa m¢n:

(1) A l  x¡c �ành d÷ìng, tùc l  tçn t¤i a > 0 sao cho

〈Au, u〉 ≥ a||u||2, ∀u ∈ D(A);

(2) A câ gi£i thùc compact, tùc l  to¡n tû gi£i R(λ,A) = (λI −A)−1 l 
compact vîi måi λ ∈ ρ(A).

Tø gi£ thi¸t cõa A suy ra phê cõa A l  mët d¢y �¸m �÷ñc gçm to n gi¡
trà ri¶ng thüc vîi bëi húu h¤n

0 < a ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . , v  λn →∞ khi n→∞.

C¡c vectì ri¶ng t÷ìng ùng {e1, e2, . . . } lªp th nh mët cì sð trüc chu©n
cõa H. Khi �â méi u ∈ H câ biºu di¹n

u =
∞∑
i=1

〈u, ei〉 ei.

Hìn núa, �¯ng thùc Parseval sau �óng

||u||2 =
∞∑
i=1

| 〈u, ei〉 |2.

Mi·n x¡c �ành cõa to¡n tû A cho bði

D(A) =

{
u ∈ H :

∞∑
i=1

|λi|2| 〈u, ei〉 |2 <∞
}
,
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v  to¡n tû A cho bði

Au =
∞∑
i=1

λi 〈u, ei〉 ei, vîi u ∈ D(A).

�ành l½ ¡nh x¤ phê nâi r¬ng n¸u f l  mët h m gi¡ trà thüc li¶n töc
x¡c �ành tr¶n phê σ(A), th¼ to¡n tû tuy¸n t½nh f(A) �ành ngh¾a bði

f(A)u =
∞∑
i=1

f(λi) 〈u, ei〉 ei,

ð �â mi·n x¡c �ành cõa f(A) cho bði

D(f(A)) =

{
u ∈ H :

∞∑
i=1

|f(λi)|2| 〈u, ei〉 |2 <∞
}
.

Nâi ri¶ng, khi f(λ) = e−λt, ta câ C0-nûa nhâm sinh bði −A l 

e−Atu =
∞∑
i=1

e−λit 〈u, ei〉 ei.

D¹ th§y {e−At}t≥0 thäa m¢n ba �i·u ki»n trong �ành ngh¾a cõa mët
C0-nûa nhâm v  to¡n tû sinh cõa e−At l  −A.

B¥y gií ta ch¿ ra r¬ng to¡n tû tuy¸n t½nh e−At l  compact vîi méi
t > 0. Thªt vªy, vîi méi u ∈ H ta câ

||e−Atu− PNe−Atu||2 =
∞∑

i=N+1

e−2λit| 〈u, ei〉 |2

≤ e−2λN+1t
∞∑
i=1

| 〈u, ei〉 |2 = e−2λN+1t||u||2,

ð �¥y PN l  ph²p chi¸u xuèng khæng gian húu h¤n chi·u sinh bði c¡c
vectì ri¶ng {e1, . . . , eN}. Tø �¥y suy ra vîi méi t > 0, e−At l  giîi h¤n
�·u cõa mët d¢y c¡c to¡n tû húu h¤n chi·u, do �â nâ l  to¡n tû compact.

1.2 Gi£i t½ch bªc ph¥n sè

X²t L1(0, T ;X) l  khæng gian c¡c h m kh£ t½ch tr¶n kho£ng (0, T ), theo
ngh¾a Bochner.
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�ành ngh¾a 1.2.1. T½ch ph¥n bªc α > 0 cõa h m f ∈ L1(0, T ;X) �÷ñc
x¡c �ành bði

Iα0 f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s)ds,

trong �â Γ l  h m Gamma.

�ành ngh¾a 1.2.2. X²t h m f ∈ CN([0, T ];X), �¤o h m bªc α ∈ (N −
1, N) theo ngh¾a Caputo �÷ñc x¡c �ành bði

CDα
0 f(t) =

1

Γ(N − α)

∫ t

0
(t− s)N−α−1f (N)(s)ds.

Chó þ r¬ng, câ nhi·u kh¡i ni»m �¤o h m bªc ph¥n sè kh¡c nhau,
nh÷ng hai �ành ngh¾a theo kiºu Riemann-Liouville v  Caputo l  �÷ñc sû
döng rëng r¢i nh§t.
Vîi u ∈ CN([0, T ];X), ta câ t½nh ch§t

CDα
0 I

α
0 u(t) = u(t),

Iα0
CDα

0u(t) = u(t)−
N−1∑
k=0

u(k)(0)

k!
tk.

1.3 Hå gi£i thùc

X²t ph÷ìng tr¼nh

d

dt
(µα ∗ [x− x(0)])(t) = Ax(t) + f(t), t > 0, (1.2)

trong �â A sinh ra C0-nûa nhâm S(·) sao cho

‖S(t)‖ ≤M, ∀t ≥ 0.

Sû döng [28, Bê �· 3.1], chóng ta câ

x(t) = Sα(t)x(0) +

∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)f(s)ds, t ≥ 0, (1.3)
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trong �â

Sα(t)x =

∫ ∞
0

φα(θ)S(tαθ)x dθ, (1.4)

Pα(t)x = α

∫ ∞
0

θφα(θ)S(tαθ)x dθ,∀x ∈ X, (1.5)

vîi φα l  h m mªt �å x¡c su§t tr¶n (0,∞), φα câ biºu di¹n

φα(θ) =
1

απ

∞∑
n=1

(−1)n−1θn−1 Γ(nα + 1)

n!
sinnπα, θ ∈ (0,∞).

Tr¶n cì sð (1.3), d¨n ra �ành ngh¾a nghi»m t½ch ph¥n cho (0.2).

�ành ngh¾a 1.3.1. H m x ∈ C([0, T ];X) �÷ñc gåi l  nghi»m t½ch ph¥n
cõa (0.2) tr¶n [0, T ] vîi dú ki»n �¦u ξ khi v  ch¿ khi

x(t) = Sα(t)ξ +

∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)f(x(s)) ds,

vîi måi t ∈ [0, T ].

Ti¸p theo, ta s³ nh­c l¤i mët sè k¸t qu£ cì b£n �÷ñc dòng cho ph¦n
sau cõa luªn v«n.

Bê �· 1.3.1. Gi£ sû A l  ph¦n tû sinh cõa C0-nûa nhâm {S(t)}t≥0 trong
X sao cho ‖S(t)‖ ≤M vîi t ≥ 0. Khi �â

i) ‖Sα(t)‖ ≤M , ‖Pα(t)‖ ≤ M
Γ(α) vîi t ≥ 0;

ii) N¸u S(t), t > 0 l  to¡n tû compact, th¼ Sα(t) v  Pα(t) công l  to¡n
tû compact vîi t > 0;

iii) N¸u S(·) li¶n töc theo chu©n th¼ Sα(·) v  Pα(·) công li¶n töc theo
chu©n;

iv) N¸u S(·) ên �ành mô, ngh¾a l  ‖S(t)‖ ≤Me−βt vîi β > 0, th¼

‖Sα(t)‖ ≤MEα,1(−βtα),

‖Pα(t)‖ ≤MEα,α(−βtα),

vîi måi t ≥ 0.
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Chùng minh. Chùng minh kh¯ng �ành i) v  ii) câ thº t¼m trong [28],
kh¯ng �ành iii) �÷ñc chùng minh trong [26]. Kh¯ng �ành cuèi �÷ñc chùng
minh trong [3].

X²t to¡n tû Qα : Lp(0, T ;X)→ C([0, T ];X) �÷ñc �ành ngh¾a bði

Qα(f)(t) =

∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)f(s)ds, (1.6)

trong �â p > 1
α . K¸t qu£ sau �÷ñc chùng minh trong [17].

M»nh �· 1.3.2. Gi£ sû r¬ng C0-nõa nhâm {S(t)}t≥0 sinh bði A li¶n
töc theo chu©n. Khi �â vîi méi tªp bà ch°n kh£ t½ch Ω ⊂ Lp(0, T ;X),
Qα(Ω) l  tªp �çng li¶n töc trong C([0, T ];X).

Kþ hi»u Eα,β l  h m Mittag-Leffler

Eα,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
, z ∈ R, α > 0, β > 0.

Trong chùng minh ph¦n sau, c¡c b§t �¯ng thùc lo¤i Gronwall sau
�÷ñc sû döng.

Bê �· 1.3.3. ([27, H» qu£ 2]) Gi£ sû r¬ng β > 0, b ≥ 0 v  σ l  h m
khæng gi£m, khæng ¥m v  kh£ t½ch �àa ph÷ìng tr¶n [0, T ]. N¸u v l  h m
khæng ¥m kh£ t½ch �àa ph÷ìng tr¶n [0, T ] vîi

v(t) ≤ σ(t) + b

∫ t

0
(t− s)β−1v(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

th¼ v(t) ≤ σ(t)Eβ,1(bΓ(β)tβ) vîi måi t ∈ [0, T ].

Bê �· 1.3.4. Cho v : [0, T ]→ R+ l  h m li¶n töc v  tho£ m¢n b§t �¯ng
thùc t½ch ph¥n

v(t) ≤ Eα,1(−ηtα)v0 +

∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−η(t− s)α) (` v(s) + κ) ds,

trong �â α ∈ (0, 1), 0 < ` < η, κ ≥ 0, v0 ≥ 0. Khi �â

v(t) ≤ Eα,1(−(η − `)tα)v0 +
κ

η − `
(1− Eα,1(−(η − `)tα)) . (1.7)
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Chùng minh. Sû döng lªp luªn t÷ìng tü nh÷ trong [16, Bê �· 13], ta câ

v(t) ≤ Eα,1(−(η−`)tα)v0+κ

∫ t

0
(t−s)α−1Eα,α(−(η−`)(t−s)α)ds. (1.8)

Hìn núa, sû döng ph²p bi¸n �êi Laplace ta câ

d

dt
Eα,1(−γtα) = −γtα−1Eα,α(−γtα), ∀γ > 0, t > 0.

Sû döng �¯ng thùc cuèi �º t½nh t½ch ph¥n trong (1.8), chóng ta nhªn
�÷ñc (1.7).

1.4 �ë �o khæng compact v  ¡nh x¤ n²n

Cho E l  khæng gian Banach, kþ hi»u B(E) l  tªp hñp c¡c tªp con bà
ch°n, kh¡c réng cõa E. Ta sû döng �ành ngh¾a �ë �o khæng compact sau
(xem [15]).

�ành ngh¾a 1.4.1. Mët h m ψ : B(E) → R+ �÷ñc gåi l  �ë �o khæng
compact (MNC) tr¶n E n¸u

ψ(co Ω) = ψ(Ω) vîi måi Ω ∈ B(E),

ð �â ψ(co Ω) l  bao �âng cõa bao lçi cõa tªp Ω. Mët MNC ψ �÷ñc gåi
l :

(i) �ìn �i»u n¸u vîi méi tªp Ω0,Ω1 ∈ B(E) sao cho Ω0 ⊆ Ω1, chóng ta
câ ψ(Ω0) ≤ ψ(Ω1);

(ii) khæng suy bi¸n n¸u ψ({a} ∪ Ω) = ψ(Ω) vîi måi a ∈ E,Ω ∈ B(E);

(iii) b§t bi¸n vîi hñp cõa tªp compact n¸u ψ(K ∪Ω) = ψ(Ω) vîi måi tªp
compact t÷ìng �èi K ∈ E v  Ω ∈ B(E);

(iv) nûa cëng t½nh �¤i sè n¸u ψ(Ω0 + Ω1) ≤ ψ(Ω0) + ψ(Ω1) vîi måi
Ω0,Ω1 ∈ B(E);

(v) ch½nh quy ψ(Ω) = 0 t÷ìng �÷ìng vîi t½nh compact t÷ìng �èi cõa Ω.
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Mët v½ dö v· MNC tho£ m¢n c¡c t½nh ch§t n¶u tr¶n l  MNC Hausdorff
χ(·), vîi χ(·) �ành ngh¾a bði

χ(Ω) = inf{ε > 0 : Ω câ húu h¤n ε− l÷îi}.

B¥y gií, chóng ta x¥y düng mët v i �ë �o khæng compact. Gi£ sû L > 0

v  D ⊂ E = C([0, T ];X), �°t

ωT (D) = sup
t∈[0,T ]

e−Ltχ(D(t)), ð �â D(t) := {x(t) : x ∈ D}, (1.9)

modT (D) = lim
δ→0

sup
x∈D

max
t,s∈[0,T ],|t−s|<δ

‖x(t)− x(s)‖. (1.10)

Theo [15, V½ dö 2.1.2, 2.1.4], ωT v  modT l  c¡c MNC v  chóng tho£
m¢n t§t c£ c¡c t½nh ch§t trong �ành ngh¾a 1.4.1, ngo¤i trø t½nh ch½nh
quy. Th¶m v o �â, vîi D ⊂ C([0, T ];X) th¼

• ωT (D) = 0 khi v  ch¿ khi D(t) l  tªp compact t÷ìng �èi vîi måi
t ∈ [0, T ];

• modT (D) = 0 khi v  ch¿ khi D li¶n töc �çng bªc.

�°t
χT (D) = ωT (D) + modT (D),

khi �â χT l  mët MNC ch½nh quy tr¶n C([0, T ];X). Thªt vªy, n¸u
χT (D) = 0 th¼ ωT (D) = modT (D) = 0. �i·u n y suy ra r¬ng D(t)

l  tªp compact t÷ìng �èi vîi måi t ∈ [0, T ] v  D l  tªp li¶n töc �çng
bªc. Do �â, theo �ành lþ Arzel -Ascoli tªp D l  tªp compact t÷ìng �èi.

Ta công c¦n kh¡i ni»m v· χ-norm cho mët to¡n tû tuy¸n t½nh bà ch°n
tr¶n E. Gi£ sû L ∈ L(E), �ành ngh¾a

‖L‖χ = inf{C > 0 : χ(L(Ω)) ≤ Cχ(Ω) vîi t§t c£ tªp bà ch°n Ω ⊂ E}.
(1.11)

Chóng ta bi¸t r¬ng (xem, v½ dö [2])

• ‖L‖χ = χ(L(B1)), ð �â B1 l  h¼nh c¦u �ìn và trong E;

• ‖L‖χ l  mët nûa chu©n tr¶n L(E) v  ‖L‖χ ≤ ‖L‖L(E);
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• ‖L‖χ = 0 khi v  ch¿ khi L l  to¡n tû compact.

B¥y gií ta nh­c l¤i mët sè ÷îc l÷ñng cì b£n v· MNC.

M»nh �· 1.4.1. ([4]) N¸u D ⊂ L1(0, T ;X) sao cho

(i) ‖ζ(t)‖ ≤ ν(t), vîi måi ζ ∈ D v  vîi h¦u kh­p nìi tr¶n [0, T ],

(ii) χ(D(t)) ≤ q(t) vîi h¦u kh­p nìi tr¶n [0, T ], ð �â ν, q ∈ L1(0, T ).
Khi �â

χ

(∫ t

0
D(s) ds

)
≤ 4

∫ t

0
q(s) ds,

ð �â
∫ t

0
D(s) ds =

{∫ t

0
ζ(s) ds : ζ ∈ D

}
.

�º nghi¶n cùu t½nh gi£i �÷ñc cõa h» (0.2) ta sû döng nguy¶n lþ �iºm
b§t �ëng cho ¡nh x¤ n²n.

�ành ngh¾a 1.4.2. �nh x¤ li¶n töc F : Z ⊆ E → E �÷ñc gåi l  n²n
theo MNC ψ (ψ−n²n) n¸u vîi b§t ký tªp bà ch°n Ω ⊂ Z, r ng buëc

ψ(Ω) ≤ ψ(F(Ω))

k²o theo t½nh compact t÷ìng �èi cõa Ω.

Gi£ sû ψ l  MNC �ìn �i»u, khæng suy bi¸n trong E. Ta câ �ành l½
�iºm b§t �ëng sau.

�ành l½ 1.4.2. [15, H» qu£ 3.3.1] Gi£ sûM l  tªp con lçi, �âng, bà ch°n
cõa E v  �°t F :M→M l  mët ¡nh x¤ ψ-n²n. Khi �â Fix(F) := {x =

F(x)} l  mët tªp compact kh¡c réng.
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Ch÷ìng 2

B i to¡n v· t½nh hót trong kho£ng

thíi gian húu h¤n

2.1 Sü tçn t¤i nghi»m

�º nghi¶n cùu t½nh gi£i �÷ñc, ta �÷a ra c¡c gi£ thi¸t sau.

(A) C0-nûa nhâm {S(t)}t≥0 sinh bði A li¶n töc theo chu©n v  bà ch°n
to n cöc, ngh¾a l  tçn t¤i M ≥ 1 sao cho

‖S(t)x‖ ≤M‖x‖,∀t ≥ 0,∀x ∈ X.

(F) H m phi tuy¸n f : X → X li¶n töc v  tho£ m¢n

(1) �i·u ki»n t«ng tr÷ðng

‖f(v)‖ ≤ Ψ(‖v‖),∀v ∈ X,

trong �â Ψ : R+ → R+ l  mët h m li¶n töc khæng gi£m;

(2) N¸u S(·) khæng compact th¼ vîi méi tªp bà ch°n Ω ⊂ X, ta câ

χ(f(Ω)) ≤ k χ(Ω),

vîi k ∈ R+.

Chó þ 2.1.1. Chó þ r¬ng, gi£ thi¸t (F)(2) �÷ñc tho£ m¢n n¸u f ho n
to n li¶n töc ho°c li¶n töc Lipschitz vîi h» sè k (xem [2]).
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Cho ξ ∈ X, ta �ành ngh¾a to¡n tû nghi»m Σ : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X)

nh÷ sau

Σ(y)(t) = Sα(t)ξ +

∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)f(y(s)) ds, (2.1)

ho°c t÷ìng �÷ìng,

Σ(y)(t) = Sα(t)ξ +Qα ◦Nf(y)(t),

trong �â Qα cho bði (1.6) v  Nf(y)(t) = f(y(t)) vîi y ∈ C([0, T ];X).
Theo cæng thùc tr¶n ta th§y r¬ng y l  nghi»m t½ch ph¥n cõa (0.2) khi

v  chi khi y l  �iºm b§t �ëng cõa to¡n tû nghi»m Σ. Tø gi£ thi¸t �°t
tr¶n f , Σ l  h m sè li¶n töc tr¶n C([0, T ];X).

Bê �· ti¸p theo ch¿ ra t½nh n²n cõa Σ.

Bê �· 2.1.1. Vîi c¡c gi£ thi¸t (A) v  (F) th¼ vîi måi tªp bà ch°n
Ω ⊂ C([0, T ];X) ta câ

χ∗(Σ(Ω)) ≤
(

sup
t∈[0,T ]

4k

∫ t

0
(t− s)α−1‖Pα(t− s)‖χds

)
χ∗(Ω).

Chùng minh. Gi£ sû Ω l  mët tªp bà ch°n trong C([0, T ];X). Vîi x ∈ Ω,
ta câ

Σ(x)(t) = Sα(t)ξ +Qα ◦Nf(x)(t),

trong �â Nf(x)(t) = f(x(t)). Tø gi£ thi¸t (F)(1), Nf(Ω) l  tªp bà ch°n
kh£ t½ch. Tø �¥y v  M»nh �· 1.3.2, ta th§y r¬ng Qα ◦Nf(Ω) l  tªp �çng
li¶n töc trong C([0, T ];X). Do �â

modC(Σ(Ω)) = modC(Qα ◦Nf(Ω)) = 0. (2.2)

M°t kh¡c
χ(Σ(Ω)(t)) ≤ χ(Qα ◦Nf(Ω)(t)), t ≥ 0.

Theo M»nh �· 1.4.1, ta câ ÷îc l÷ñng

χ(Qα ◦Nf(Ω)(t)) ≤ 4

∫ t

0
(t− s)α−1χ(Pα(t− s)f(Ω(s)) ds.
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N¸u nûa nhâm S(·) compact th¼, xemM»nh �· 1.3.1, Pα(·) công compact.
Do �â χ(Pα(t− s)f(Ω(s)) = 0. Tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i, sû döng gi£ thi¸t
(F)(2), ta câ

χ(Qα ◦Nf(Ω)(t)) ≤ 4

∫ t

0
(t− s)α−1‖Pα(t− s)‖χ · χ(f(Ω(s)))ds

≤ 4k

∫ t

0
(t− s)α−1‖Pα(t− s)‖χ · χ(Ω(s))ds.

Suy ra

e−Ltχ(Σ(Ω)(t)) ≤
(

4k

∫ t

0
(t−s)α−1e−L(t−s)‖Pα(t−s)‖χ ds

)
sup
t∈[0,T ]

e−Ltχ(Ω(t)).

(2.3)
Tø c¡c ÷îc l÷ñng (2.2) v  (2.3), chóng ta câ

χ∗(Σ(Ω)) ≤
(

sup
t∈[0,T ]

4k

∫ t

0
(t− s)α−1e−L(t−s)‖Pα(t− s)‖χds

)
χ∗(Ω).

Chùng minh ho n th nh.

Chån L trong (1.9) sao cho

4k sup
t∈[0,T ]

∫ t

0
(t− s)α−1e−L(t−s)‖Pα(t− s)‖χ ds < 1.

Khi �â theo Bê �· 2.1.1, to¡n tû nghi»m Σ l  χ∗-n²n. �ành lþ sau �¥y
ph¡t biºu k¸t qu£ v· t½nh gi£i �÷ñc cõa (0.2).

�ành l½ 2.1.2. Gi£ sû c¡c gi£ thi¸t (A) v  (F) �÷ñc tho£ m¢n. N¸u tçn
t¤i R > 0 sao cho

Γ(α + 1)R

Γ(α + 1)‖ξ‖+ T αΨ(R)
≥M, (2.4)

th¼ tªp nghi»m cõa (0.2) l  tªp compact kh¡c réng.

Chùng minh. �p döng �ành lþ 1.4.2, ta c¦n chùng minh Σ ¡nh x¤ BR

v o ch½nh BR, ð �¥y BR l  h¼nh c¦u �âng trongC([0, T ];X) t¥m t¤i gèc
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to¤ �ë, b¡n k½nh R. Thªt vªy vîi méi x ∈ BR, ta câ

‖Σ(x)(t)‖ ≤ ‖Sα(t)‖‖ξ‖+

∫ t

0
(t− s)α−1‖Pα(t− s)‖Ψ(‖x(s)‖) ds

≤M‖ξ‖+
MT α

Γ(α + 1)
Ψ(R) ≤ R, ∀t ∈ [0, T ].

B§t �¯ng thùc cuèi ch¿ ra r¬ng Σ(x) ∈ BR. �ành lþ �÷ñc chùng minh.

Chó þ 2.1.2. (i) �i·u ki»n (2.4) cho ph²p h m phi tuy¸n câ t«ng tr÷ðng
tr¶n tuy¸n t½nh. Ch¯ng h¤n Ψ(r) = `r2, th¼ �i·u ki»n (2.4) l 

M`T αR2 − Γ(α + 1)R +MΓ(α + 1)‖ξ‖ ≤ 0.

Do �â ta chån R sao cho
Γ(α + 1)− δ

2`MT α
≤ R ≤ Γ(α + 1) + δ

2`MT α
,

δ =
√

Γ2(α + 1)− 4`M 2T αΓ(α + 1)‖ξ‖,

vîi �i·u ki»n 4`M 2T α‖ξ‖ ≤ Γ(α + 1).
(ii) N¸u ‖f(v)‖ = o(‖v‖) khi ‖v‖ → 0 th¼ k¸t luªn cõa �ành lþ 2.1.2

v¨n �óng vîi �i·u ki»n l  ξ �õ nhä, trong tr÷íng hñp n y gi¡ thi¸t (F)(1)
v  (2.4) khæng c¦n thi¸t. Chóng ta chùng minh kh¯ng �ành Σ(Bδ) ⊂ Bδ

vîi δ �õ nhä. Thªt vªy, theo gi£ thi¸t, vîi måi ε > 0, tçn t¤i δ > 0 sao
cho ‖f(v)‖ ≤ ε‖v‖ n¸u ‖v‖ ≤ δ.

L§y x ∈ Bδ, ε =
Γ(α + 1)

2MT α
v  ‖ξ‖ ≤ δ

2M
, th¼

‖Σ(x)(t)‖ ≤M‖ξ‖+
M

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖f(x(s))‖ds

≤M‖ξ‖+
εM

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1‖x(s)‖ds

≤M‖ξ‖+
εMT α

Γ(α + 1)
δ ≤ δ, ∀t ∈ [0, T ],

kh¯ng �ành �÷ñc chùng minh.
(iii) N¸u f câ t«ng tr÷ðng tuy¸n t½nh, ngh¾a l  câ c¡c sè khæng ¥m

a, b sao cho
Ψ(r) = a+ br,

th¼ khæng c¦n �i·u ki»n (2.4) (xem [3]).
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2.2 T½nh hót trong thíi gian húu h¤n

Trong ph¦n n y, s³ chùng minh mët sè k¸t qu£ v· t½nh hót trong thíi
gian húu h¤n cõa nghi»m cõa (0.2). Kþ hi»u S(ξ) l  tªp c¡c nghi»m cõa
(0.2) ùng vîi dú ki»n ban �¦u ξ. Chó þ r¬ng gi£ thi¸t (F) �°t tr¶n f

khæng kh¯ng �ành sü duy nh§t nghi»m cõa b i to¡n Cauchy, khi �â S(ξ)

câ thº l  �a trà. V¼ th¸ s³ sû döng kh¡i ni»m sau v· t½nh hót trong thíi
gian húu h¤n cõa nghi»m cõa (0.2).

�ành ngh¾a 2.2.1 (T½nh hót trong thíi gian húu h¤n). Cho y : [0, T ]→
X l  mët nghi»m (0.2).

(i) y �÷ñc gåi l  hót tr¶n [0, T ] n¸u tçn t¤i η > 0 sao cho

‖x(T, ξ)− y(T, y(0))‖ < ‖ξ − y(0)‖, (2.5)

vîi måi ξ ∈ Bη(y(0))\{y(0)} v  x ∈ S(ξ).

(ii) y �÷ñc gåi l  hót mô tr¶n [0, T ] n¸u

lim sup
η↘0

1

η
sup

ξ∈Bη(y(0))

sup
x∈S(ξ)

‖x(T, ξ)− y(T, y(0))‖ < 1. (2.6)

Tø �ành ngh¾a t½nh hót mô suy ra t½nh hót. Bê �· sau d¨n ra �i·u
ki»n �õ cho t½nh hót mô.

Bê �· 2.2.1. Cho y ∈ C([0, T ];X) l  mët nghi»m cõa (0.2). Khi �â y
hót mô tr¶n [0, T ] n¸u

lim sup
‖ξ‖→0

sup
x∈S(y(0)+ξ)

‖x(T, y(0) + ξ)− y(T, y(0))‖
‖ξ‖

< 1. (2.7)

Chùng minh. Ta câ
1

η
sup

ξ∈Bη(y(0))

sup
x∈S(ξ)

‖x(T, ξ)− y(T, y(0))‖

= sup
‖ξ‖<η

sup
x∈S(y(0)+ξ)

‖x(T, y(0) + ξ)− y(T, y(0))‖
‖ξ‖

‖ξ‖
η

≤ sup
‖ξ‖<η

sup
x∈S(y(0)+ξ)

‖x(T, y(0) + ξ)− y(T, y(0))‖
‖ξ‖

.
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Suy ra

lim sup
η↘0

1

η
sup

ξ∈Bη(y(0))

sup
x∈S(ξ)

‖x(T, ξ)− y(T, y(0))‖

≤ lim sup
‖ξ‖→0

sup
x∈S(y(0)+ξ)

‖x(T, y(0) + ξ)− y(T, y(0))‖
‖ξ‖

.

Tø b§t �¯ng thùc cuèi v  sû döng �i·u ki»n (2.7) cho ta �i·u ph£i chùng
minh.

�º nghi¶n cùu t½nh hót trong thíi gian húu h¤n cho nghi»m cõa (0.2),
ta thay th¸ c¡c gi£ thi¸t (A) v  (F) bði c¡c gi£ thi¸t sau.

(A*) Nûa nhâm S(·) sinh bði A li¶n töc theo chu©n v  tçn t¤iM ≥ 1, β >

0 sao cho
‖S(t)x‖ ≤Me−βt‖x‖,∀t ≥ 0,∀x ∈ X.

(F*) H m f tho£ m¢n (F) vîi Ψ l  h m Lipschitz �àa ph÷ìng v  Ψ(0) =

0. Hìn núa, ‖f(v)‖ = γ‖v‖+ o(‖v‖) khi ‖v‖ → 0, vîi γ < β
M .

Bê �· 2.2.2. D÷îi c¡c gi£ thi¸t (A*) v  (F*) th¼

lim sup
‖ξ‖→0

sup
x∈S(ξ)

‖x(t)‖ = 0, ∀t ∈ (0, T ].

Chùng minh. L§y ξ ∈ X. Theo cæng thùc nghi»m t½ch ph¥n ta câ

‖x(t)‖ ≤M‖ξ‖+
M

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1Ψ(‖x(s)‖)ds, ∀t ∈ (0, T ], ∀x ∈ S(ξ).

�°t v(t) = lim sup
‖ξ‖→0

sup
x∈S(ξ)

‖x(t)‖. Theo gi£ thi¸t v  b§t �¯ng thùc tr¶n ta

câ

v(t) ≤ M

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1Ψ(v(s))ds, ∀t ∈ (0, T ]. (2.8)

�°t |v|∞ = sup
t∈[0,T ]

v(t). V¼ Ψ l  h m Lipschitz �àa ph÷ìng n¶n tçn t¤i

L = L(|v|∞) sao cho

Ψ(v(t)) = |Ψ(v(t))−Ψ(0)| ≤ Lv(t), ∀t ∈ [0, T ].
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Do �â tø b§t �¯ng thùc (2.8) ta câ

v(t) ≤ ML

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1v(s)ds, ∀t ∈ (0, T ].

Tø �¥y v  Bê �· 1.3.3 suy ra v = 0. �ành lþ �÷ñc chùng minh.

�ành l½ 2.2.3. N¸u c¡c gi£ thi¸t (A*) v  (F*) tho£ m¢n v 

Eα,1(−(β − γM)T α) <
1

M
. (2.9)

Khi �â nghi»m khæng cõa (0.2) hót mô tr¶n [0, T ].

Chùng minh. Cho tr÷îc ε > 0. Theo gi£ thi¸t v· h m f , tçn t¤i δ > 0

sao cho
‖f(v)‖ ≤ (γ + ε)‖v‖, ∀v ∈ Bδ(0).

Sû döng Bê �· 2.2.2, vîi ξ ∈ Bη(0) ta t¼m �÷ñc η > 0 sao cho ‖x(t)‖ ≤
δ, ∀t ∈ (0, T ], ∀x ∈ S(ξ). Do �â vîi ξ ∈ Bη(0) ta câ

‖f(x(t))‖ ≤ (γ + ε)‖x(t)‖, ∀t ∈ (0, T ], ∀x ∈ S(ξ).

Chån ε > 0 sao cho

MEα,1 (−(β −M(γ + ε))T α) < 1.

Sû döng gi£ thi¸t (A*) v  Bê �º 1.3.1, ta nhªn �÷ñc ÷îc l÷ñng sau

‖x(t)‖ ≤MEα,1(−βtα)‖ξ‖+M

∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−β(t− s)α)‖f(x(s))‖ds

≤MEα,1(−βtα)‖ξ‖+M(γ + ε)

∫ t

0
(t− s)α−1Eα,α(−β(t− s)α)‖x(s)‖ds,

vîi ξ ∈ Bη(0) v  x ∈ S(ξ). �p döng Bê �· 1.3.4, ta câ

‖x(t)‖ ≤MEα,1 (−(β −M(γ + ε))tα) ‖ξ‖, ∀t ∈ (0, T ].

V¼ vªy, ta thu �÷ñc

lim sup
‖ξ‖→0

sup
x∈S(ξ)

‖x(T )‖
‖ξ‖

< 1.

�ành lþ �÷ñc chùng minh.
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H» qu£ chóng ta nhªn �÷ñc k¸t qu£ v· t½nh hót tuy¸n t½nh ho¡ cho h»
(0.2).

H» Qu£ 2.2.4. Gi£ sû (A) tho£ m¢n v  gi£ sû f ∈ C1(X) sao cho

1. f(0) = 0;

2. f tho£ m¢n (F) vîi Ψ l  h m Lipschitz �àa ph÷ìng;

3. A0 = A+Df(0) l  ph¦n tû sinh cõa nûa nhâm ên �ành mô {S0(t)}t≥0,
ngh¾a l 

‖S0(t)‖ ≤ e−βt, ∀t ≥ 0,

vîi β > 0.

Khi �â nghi»m khæng cõa (0.2) hót tr¶n [0, T ].

Chùng minh. Ta câ

S0(t)v = S(t)v +

∫ t

0
S(t− s)Df(0)vds, ∀v ∈ X,

trong �â S(·) l  nûa nhâm sinh bði A. Cæng thùc biºu di¹n ð tr¶n kh¯ng
�ành r¬ng S0(·) câ còng t½nh ch§t compact ho°c li¶n töc theo chu©n nh÷
S(·). �°t f0(v) = f(v)−Df(0)v th¼ f0 ∈ C1(X).

N¸u S(·) khæng compact, th¼ vîi tªp bà ch°n tuý þ Ω ⊂ X ta câ

χ(f0(Ω)) ≤ χ(f(Ω)) + ‖Df(0)‖χ(Ω) ≤ (k + ‖Df(0)‖)χ(Ω).

M°t kh¡c

‖f0(v)‖ ≤ ‖f(v)‖+ ‖Df(0)‖‖v‖ ≤ Ψ(‖v‖) + ‖Df(0)‖‖v‖ = Ψ̃(‖v‖).

Rã r ng Ψ̃ l  h m li¶n töc khæng gi£m, Lipschitz �àa ph÷ìng nh÷ Ψ.
Hìn núa ‖f0(v)‖ = o(‖v‖) khi ‖v‖ → 0, ngh¾a l , f0 tho£ m¢n gi£ thi¸t
(F*) vîi γ = 0.

Vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh (0.2) d÷îi d¤ng

d

dt
(µα ∗ [x− x(0)]) = A0x(t) + f0(x(t)).

�p döng �ành lþ 2.2.3 cho ph÷ìng tr¼nh cuèi vîi M = 1, chóng ta nhªn
�÷ñc chùng minh cõa H» qu£ 2.2.4.
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�º chùng minh t½nh hót cõa c¡c nghi»m kh¡c khæng, chóng ta thay
gi£ thi¸t (F*) bði gi£ thi¸t sau.

(F]) H m f tho£ m¢n (F)(2) v 

‖f(u)− f(v)‖ ≤ Ψ(‖u− v‖), ∀u, v ∈ X,

trong �â Ψ ∈ C(R+;R+) l  h m Lipschitz �àa ph÷ìng, khæng gi£m
v  tho£ m¢n

Ψ(r) = γr + o(r) as r → 0, γ <
β

M
.

�ành l½ 2.2.5. Gi£ sû (A*), (F]) v  (2.9) tho£ m¢n. Khi �â måi nghi»m
cõa (0.2) hót mô tr¶n [0, T ].

Chùng minh. Cè �ành ξ∗ ∈ X v  x∗ ∈ S(ξ∗), chóng ta chùng minh t½nh
hót cõa nghi»m x∗. Vîi x ∈ S(ξ) , ξ ∈ X, �°t

ξ̃ = ξ − ξ∗, x̃(t) = x(t)− x∗(t), t ∈ [0, T ].

Khi �â x̃ tho£ m¢n

x̃(t) = Sα(t)ξ̃ +

∫ t

0
(t− s)α−1Pα(t− s)[f(x(s))− f(x∗(s))]ds.

Theo gi£ thi¸t (F]), ta câ

‖f(x(t))− f(x∗(t))‖ ≤ Ψ(‖x̃(t)‖), ∀t ∈ [0, T ].

Lªp luªn t÷ìng tü nh÷ chùng minh cõa Bê �· 2.2.2, ta câ

lim sup
‖ξ̃‖→0

sup
x∈S(ξ)

‖x(t)− x∗(t)‖ = 0, ∀t ∈ (0, T ].

T÷ìng tü nh÷ trong chùng minh cõa �ành lþ 2.2.3, ta nhªn �÷ñc

lim sup
‖ξ̃‖→0

sup
x∈S(ξ)

‖x(T )− x∗(T )‖
‖ξ̃‖

= 0.

T÷ìng �÷ìng,

lim sup
‖ξ̃‖→0

sup
x∈S(ξ∗+ξ̃)

‖x(T )− x∗(T )‖
‖ξ̃‖

= 0.

�ành lþ �÷ñc chùng minh.
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2.3 �p döng

Cho Ω ⊂ RN l  mi·n bà ch°n vîi bi¶n ∂Ω trìn. X²t ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n
�¤o h m ri¶ng bªc ph¥n sè

∂αt u(x, t) = ∆xu(x, t) + f̃(u(x, t)), α ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ], (2.10)

vîi �i·u ki»n bi¶n
u = 0 tr¶n ∂Ω, (2.11)

v  dú ki»n ban �¦u
u(x, 0) = ξ(x), x ∈ Ω. (2.12)

Trong mæ h¼nh b i to¡n tr¶n, ∂αt l  �¤o h m bªc ph¥n sè theo ngh¾a
Caputo vîi bªc α ùng vîi bi¸n thíi gian t, ∆x l  to¡n tû Laplace theo
bi¸n x, v  f̃ : R→ R l  h m sè li¶n töc.

Kþ hi»u

X = C0(Ω) = {v ∈ C(Ω) : v = 0 tr¶n ∂Ω},

trang bà chu©n ‖v‖ = sup
x∈Ω

|v(x)|. �°t A = ∆ vîi mi·n

D(A) = {v ∈ C0(Ω) ∩H1
0(Ω) : ∆v ∈ C0(Ω)},

v  �ành ngh¾a f : C0(Ω)→ C0(Ω) nh÷ sau

f(v)(x) = f̃(v(x)), ∀v ∈ C0(Ω).

Khi �â (2.10)-(2.12) l  mæ h¼nh cõa (0.2). Ta bi¸t r¬ng, xem [25], A sinh
ra C0-nûa nhâm {S(t)}t≥0 co tr¶n X, ngh¾a l  ‖S(t)‖ ≤ 1,∀t ≥ 0. Hìn
núa, theo [6, �ành lþ 2.3], S(·) l  nûa nhâm compact. Do �â gi£ thi¸t
(A) tho£ m¢n.

L÷u þ r¬ng, vîi nûa nhâm co S(·), th¼ ‖S(t)‖ = 1 vîi måi t ≥ 0 ho°c
S(·) ên �ành mô. Theo [14, �ành lþ 4.2.2], ta câ

‖S(t)‖ ≤Me−λ1t, M = exp

(
λ1|Ω|2/N

4π

)
,
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trong �â λ1 l  gi¡ trà ri¶ng �¦u ti¶n cõa (−∆) trong H1
0(Ω), cö thº

λ1 = sup

{∫
Ω |∇u|

2dx∫
Ω u

2dx
: u ∈ H1

0(Ω), u 6= 0

}
,

v  |Ω| thº t½ch cõa mi·n Ω. Do �â gi£ thi¸t (A*) �÷ñc tho£ m¢n.
Chóng ta x²t tr÷íng hñp f̃ câ t«ng tr÷ðng tr¶n tuy¸n t½nh

|f̃(z)| ≤ k |z|p,∀z ∈ R, vîi k > 0, p > 1.

Khi �â

• f(0) = 0;

• ‖f(v)‖ ≤ k‖v‖p for all v ∈ C0(Ω).

Ta câ thº d¹ d ng th§y r¬ng f tho£ m¢n (F*) vîi γ = 0. Theo �ành lþ
2.2.3, nghi»m khæng cõa (2.10) hót mô tr¶n [0, T ] n¸u

exp

(
λ1|Ω|2/N

4π

)
Eα,1(−λ1T

α) < 1.

Thüc t¸, �i·u ki»n cuèi �°t tr¶n T , �i·u ki»n n y y¶u c¦u T > T ∗ vîi
T ∗ = T ∗(Ω, N) > 0. Chóng ta gi£m nhµ �i·u ki»n n y bði gi£ sû r¬ng
f̃ ∈ C2(R) sao cho f̃ ′(0) < 0. V¼ f̃ kh£ vi c§p hai, ta câ f ∈ C1(C0(Ω))

(xem [24, Bê �· 4.13]). Chó þ l  Df(0) = f̃ ′(0)I, nûa nhâm S0(·) sinh
bði A0 = A+Df(0) x¡c �ành bði

S0(t) = ef̃
′(0)tS(t), t ≥ 0,

v  v¼ S(·) l  nûa nhâm co n¶n

‖S0(t)‖ ≤ ef̃
′(0)t, t ≥ 0.

Sû döng H» qu£ 2.2.4, chóng ta câ thº ph¡t biºu r¬ng nghi»m khæng cõa
(2.10) hót mô tr¶n [0, T ] vîi måi T > 0.
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K¸t luªn

Luªn v«n tr¼nh b y mët sè k¸t qu£ g¦n �¥y trong cæng tr¼nh [18] v· t½nh
hót trong thíi gian húu h¤n �èi vîi lîp ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p ph¥n
sè nûa tuy¸n t½nh trong khæng gian Banach têng qu¡t. Cö thº:

1. T½nh gi£i �÷ñc to n cöc cõa b i to¡n Cauchy trong tr÷íng hñp ph¦n
phi tuy¸n t«ng tr÷ðng tr¶n tuy¸n t½nh.

2. �i·u ki»n �õ �£m b£o t½nh hót mô cõa nghi»m.

3. Ùng döng k¸t qu£ trøu t÷ñng cho mët lîp ph÷ìng tr¼nh �¤o h m
ri¶ng c§p ph¥n sè nûa tuy¸n t½nh.

Luªn v«n câ thº ph¡t triºn theo h÷îng nghi¶n cùu t½nh hót trong tr÷íng
hñp h m phi tuy¸n chùa tr¹ ho°c h m phi tuy¸n l  ¡nh x¤ �a trà.
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