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BẢNG KÝ HIỆU VÀ CHỮ VIẾT TẮT

N Tập hợp các số tự nhiên

R Tập hợp các số thực

(Ω,F ,P) Không gian xác suất đầy đủ

EX Kỳ vọng của biến ngẫu nhiên X

VarX Phương sai của biến ngẫu nhiên X

m ∨ n Giá trị lớn nhất của hai số thực m và n

m ∧ n Giá trị nhỏ nhất của hai số thực m và n

log x Logarit cơ số 2 của x ∨ 2

1(A) Hàm chỉ tiêu của tập hợp A

h.c.c. Hầu chắc chắn

2 Kết thúc chứng minh

tr. i Trang thứ i trong tài liệu được trích dẫn

C Kí hiệu cho một hằng số dương và có thể không giống

nhau ở mỗi lần xuất hiện

[x] Số nguyên lớn nhất nhỏ hơn hoặc bằng x

d(k) Số các ước nguyên dương của số nguyên k.
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THÔNG TIN KẾT QUẢ NGHIÊN CỨU

Luật mạnh số lớn cho mảng kép các biến ngẫu nhiên và sự hội tụ theo

trung bình của tổng kép các biến ngẫu nhiên được nghiên cứu bởi nhiều

tác giả. Rất gần đây, Tứ và các cộng sự [14] đã giới thiệu khái niệm M -

phụ thuộc âm đôi một của mảng kép các biến ngẫu nhiên và xây dựng kết

quả về sự hội tụ theo trung bình cho mảng kép các ngẫu nhiên M -phụ

thuộc âm đôi một. Trong đề tài này, chúng tôi giới thiệu khái niệm M -phụ

thuộc âm đôi một theo khối của mảng kép các biến biến ngẫu nhiên và xây

dựng luật mạnh số lớn dạng Loève, luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–

Zygmund cho mảng kép các biến biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi

một theo khối, xây dựng sự hội tụ trong L1 của tổng kép các biến ngẫu

nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, đưa ra một số ví dụ để minh

hoạ cho các kết quả đạt được. Kết quả luật mạnh số lớn dạng Loève và

luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–Zygmund cho mảng kép các biến

biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối vẫn là mới ngay cả

khi xét cho mảng kép các biến ngẫu nhiên độc lập đôi một. Kết quả về sự

hội tụ trong L1 của tổng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi

một theo khối khi xét cho các biến ngẫu nhiên độc lập đôi một ta suy ra

Định lý 2.5 của Hong và Hwang [3].
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MỞ ĐẦU

1. Tổng quan tình hình nghiên cứu

Lịch sử của lý thuyết xác suất là câu chuyện của các định lý giới hạn.

Luật mạnh số lớn và sự hội tụ theo trung bình của mảng kép và mảng

nhiều chỉ số các biến ngẫu nhiên được rất nhiều các nhà toán học trong

và ngoài nước quan tâm nghiên cứu.

Luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–Zygmund cho mảng kép các biến

ngẫu nhiên độc lập đôi một và sự hội tụ theo trung bình của tổng kép các

biến ngẫu nhiên độc lập đôi một được nghiên cứu bởi Hong và Hwang [3].

Kết quả này được mở rộng sang trường hợp nhiều chỉ số bởi Czerebak-

Mrozowicz và các cộng sự [2]. Tuy nhiên, các kết quả này chưa được mở

rộng sang trường hợp mảng kép các biến ngẫu nhiên phụ thuộc theo khối.

Gần đây, Ánh [13] đã thiết lập luật mạnh số lớn dạng Loève cho dãy

các biến ngẫu nhiên m-phụ thuộc âm đôi một. Đến nay, luật mạnh số lớn

dạng Loève chưa được xây dựng cho mảng kép các biến ngẫu nhiên độc

lập đôi một.

Do đó, việc mở rộng các kết quả cuả Hong và Hwang [3] cho mảng kép

các phần tử ngẫu nhiên phụ thuộc theo khối và việc xây dựng luật mạnh

số lớn Loève cho mảng kép các biến ngẫu nhiên phụ thuộc theo khối sẽ

cho chúng ta các kết quả mới có ý nghĩa khoa học.

2. Tính cấp thiết

Sự hội tụ của tổng các biến ngẫu nhiên có nhiều ứng dụng trong thống

kê, toán kinh tế, khoa học tự nhiên và nhiều lĩnh vực khác. Vì vậy, việc

nghiên cứu sự hội tụ của tổng các biến ngẫu nhiên không chỉ có ý nghĩa

lý thuyết mà còn có ý nghĩa thực tiễn.

Các kết quả cổ điển về sự hội tụ của tổng các biến ngẫu nhiên thường

được nghiên cứu trên các biến ngẫu nhiên độc lập, độc lập đôi một. Tuy

nhiên, tính độc lập, độc lập đôi một là các tính chất mạnh, khó thỏa mãn.

Các hiện tượng ngẫu nhiên xảy ra trong thực tiễn thường phụ thuộc lẫn

nhau. Do đó, chúng ta phải tìm hiểu, nghiên cứu các kiểu phụ thuộc khác

nhau, đặc biệt là các kiểu phụ thuộc theo khối để phù hợp với những bài

toán ứng dụng trong thực tế như: phụ thuộc martingales theo khối, liên

kết âm theo khối, phụ thuộc âm theo khối, phụ thuộc âm đôi một theo

khối,...

Logic tự nhiên của sự phát triển các định lý giới hạn trong lý thuyết
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xác suất đã dẫn đến nhiều kết quả tổng quát hơn các kết quả cổ điển. Hai

trong những hướng tổng quát đó là:

i) Từ các kết quả đã có đối với dãy mở rộng sang các kết quả đối với

mảng kép. Đối với cấu trúc nhiều chỉ số, quan hệ thứ tự thông thường trên

tập các chỉ số không có tính chất tuyến tính. Vì vậy, khi mở rộng các định

lý giới hạn từ trường hợp dãy một chỉ số sang trường hợp mảng nhiều chỉ

số chúng ta sẽ gặp nhiều khó khăn hơn.

ii) Từ các kết quả đã có đối với mảng kép phụ thuộc thông thường mở

rộng sang các kết quả đối với mảng kép phụ thuộc theo khối. Đối với sự

phụ thuộc theo khối, cấu túc phụ thuộc chỉ có trong từng khối. Vì vậy,

khi mở rộng kết quả từ trường hợp phụ thuộc thông thường sang trường

hợp phụ theo khối thì ta không áp dụng được phương pháp chứng minh

kết quả của trường hợp phụ thuộc thông thường để xây dựng kết quả cho

trường hợp phụ thuộc theo khối.

Do đó, chúng tôi chọn nghiên cứu đề tài “Sự hội tụ của tổng kép các

biến ngẫu nhiên phụ thuộc theo khối”.

3. Mục tiêu nghiên cứu

- Xây dựng luật mạnh số lớn dạng Loève cho mảng kép các biến ngẫu

nhiên phụ thuộc theo khối.

- Xây dựng luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–Zygmund cho mảng

kép các biến ngẫu nhiên phụ thuộc theo khối.

- Xây dựng sự hội tụ theo trung bình cho tổng kép các biến ngẫu nhiên

phụ thuộc theo khối.

4. Đối tượng nghiên cứu

Mảng kép các ngẫu nhiên, phụ thuộc theo khối.

5. Phạm vi nghiên cứu

Luật mạnh số lớn, sự hội tụ theo trung bình.

6. Cách tiếp cận và phương pháp nghiên cứu

Cách tiếp cận: Lý thuyết.

Phương pháp nghiên cứu: Phân tích các kết quả đã đạt được, từ đó

vận dụng các kỹ thuật, kết quả đã đạt được vào mô hình tương tự hoặc

mô hình tổng quát hơn.
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Chương 1

CƠ SỞ LÝ THUYẾT

1.1. SỰ HỘI TỤ CỦA MẢNG KÉP CÁC BIẾN NGẪU NHIÊN

Trước hết chúng tôi trình bày định nghĩa các dạng hội tụ của mảng kép

các số thực.

Định nghĩa 1.1.1. ([9]) Cho {am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các số thực.

(i) Mảng {am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} được gọi là hội tụ đến a ∈ R khi

m ∨ n → ∞ nếu với mọi ε > 0 tồn tại N ∈ N sao cho với mọi m,n ∈ N
mà m ∨ n ≥ N thì

|am,n − a| < ε.

Khi đó, ta kí hiệu lim
m∨n→∞

am,n = a hoặc am,n → a khi m ∨ n → ∞.

(ii) Mảng {am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} được gọi là tiến ra ∞ khi m ∨ n → ∞
nếu với mọi M > 0 tồn tại N ∈ N sao cho với mọim,n ∈ N mà m∨n ≥ N

thì

am,n > M.

Khi đó, ta kí hiệu lim
m∨n→∞

am,n = ∞ hoặc am,n → ∞ khi m ∨ n → ∞.

Trong các định nghĩa trên, nếu ta thay m ∨ n → ∞ bởi m ∧ n → ∞
thì ta thu được các dạng hội tụ khi m ∧ n → ∞.

Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu định nghĩa sự hội tụ của chuỗi hai chỉ số

các số thực không âm.

Định nghĩa 1.1.2. ([9]) Giả sử {am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các số thực

không âm. Khi đó, ta nói
∞∑

m=1

∞∑
n=1

am,n < ∞

nếu tồn tại S ∈ R sao cho

lim
m∧n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

ai,j = S.

Kí hiệu
∞∑

m=1

∞∑
n=1

am,n = S.

1



Bổ đề 1.1.3. ([9]) Giả sử {am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các số thực không

âm thoả mãn ∞∑
m=1

∞∑
n=1

am,n < ∞.

Khi đó

lim
m∨n→∞

∞∑
k=m

∞∑
ℓ=n

ak,ℓ = 0.

Bổ đề sau đây là một phiên bản mảng kép của Bổ đề 2.3 trong [11].

Bổ đề 1.1.4. Giả sử {bm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng kép các số thực dương

thoả mãn

lim
m∨n→∞

bm,n = ∞ (1.1)

và

bi,j ≤ bk,ℓ với mọi i ≤ k, j ≤ ℓ. (1.2)

Giả sử {am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các số thực không âm thoả mãn

lim
m∨n→∞

am,n

bm,n
= 0. (1.3)

Khi đó

lim
m∨n→∞

max
k≤m,ℓ≤n

ak,ℓ

bm,n
= 0. (1.4)

Chứng minh. Lấy ε > 0 bất kỳ. Từ (1.3) suy ra tồn tại số nguyên n1 ≥ 1

thoả mãn
am,n

bm,n
<

ε

2
với mọi m ∨ n ≥ n1. (1.5)

Đặt a = max
k<n1,ℓ<n1

ak,ℓ < ∞. Từ (1.1) ta suy ra tồn tại số nguyên n2 ≥ n1

thoả mãn
a

bm,n
<

ε

2
với mọi m ∨ n ≥ n2. (1.6)

Với m ∨ n ≥ n2, ta có
max

k≤m,ℓ≤n
ak,ℓ

bm,n
≤

max
k≤m,ℓ≤n,k∨ℓ<n1

ak,ℓ

bm,n
+

max
k≤m,ℓ≤n,k∨ℓ≥n1

ak,ℓ

bm,n

≤ a

bm,n
+ max

k∨ℓ≥n1

ak,ℓ
bk,ℓ

(do (1.2))

<
ε

2
+

ε

2
(do (1.5) và (1.6))

= ε,

do đó ta suy ra (1.4).

2



Hai bổ đề tiếp theo là các kết quả thường được áp dụng để xây dựng tính

chất về sự hội tụ của mảng kép các biến ngẫu nhiên. Đó là bổ đề Toeplitz

cho mảng kép trong Stadtmüller và Thành [12] và bổ đề Kronecker cho

mảng kép trong [7].

Bổ đề 1.1.5 ([12], Bổ đề Toeplitz cho mảng kép). Cho {amnij, 1 ≤ i ≤
m+ 1, 1 ≤ j ≤ n+ 1,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các hằng số dương sao cho

sup
m≥1,n≥1

m+1∑
i=1

n+1∑
j=1

amnij ≤ C

và

lim
m∨n→∞

amnij = 0 với mỗi i, j cố định.

Nếu {xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng hai chỉ số các hằng số thực thỏa mãn

lim
m∨n→∞

xm,n = 0,

thì

lim
m∨n→∞

m+1∑
i=1

n+1∑
j=1

amnijxi,j = 0.

Bổ đề 1.1.6 ([7], Bổ đề Kronecker cho mảng kép). Giả sử {xm,n,m ≥
1, n ≥ 1} là mảng các số thực không âm và {bm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng

các số thực dương thỏa mãn các điều kiện sau:

i) bi,j ≤ bm,n với mọi i ≤ m, j ≤ n,

ii) bi+1,j+1 − bi+1,j − bi,j+1 + bi,j có dấu không đổi với mọi i ≥ 1, j ≥ 1,

iii) bm,n → ∞ khi m ∨ n → ∞.

Nếu ∞∑
i=1

∞∑
j=1

xi,j
bi,j

< ∞,

thì
1

bm,n

m∑
i=1

n∑
j=1

xi,j → 0 khi m ∨ n → ∞.

Tiếp theo chúng tôi trình bày và chứng minh một phiên bản của bổ đề

Toeplitz. Kết quả này đóng vai trò quan trọng trong việc xây dựng kết

quả trong mục 2.3.
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Bổ đề 1.1.7. Giả sử a > 1, và giả sử {xk,ℓ, k ≥ 0, ℓ ≥ 0} là mảng các số

thực không âm thoả mãn

lim
k∨ℓ→∞

xk,ℓ = 0. (1.7)

Khi đó

lim
k∨ℓ→∞

a−k
k∑

s=0

asxs,ℓ = 0. (1.8)

Chứng minh. Lấy ε > 0 bất kỳ. Từ (1.7) suy ra tồn tại số nguyên n1 ≥ 1

thoả mãn

xk,ℓ <
ε(a− 1)

2a
với mọi k ∨ ℓ ≥ n1. (1.9)

Đặt ys = sup
ℓ≥0

xs,ℓ < ∞. Ta có, tồn tại số nguyên n2 ≥ n1 thoả mãn

a−k
n1−1∑
s=0

asys <
ε

2
với mọi k ≥ n2. (1.10)

Để chứng minh (1.8), chúng ta sẽ chỉ ra rằng với mọi k ∨ ℓ ≥ n2,∣∣∣∣∣a−k
k∑

s=0

asxs,ℓ

∣∣∣∣∣ < ε. (1.11)

Nếu k ≥ n2, thì từ (1.9) và (1.10) ta suy ra

a−k
k∑

s=0

asxs,ℓ = a−k
n1−1∑
s=0

asxs,ℓ + a−k
k∑

s=n1

asxs,ℓ

< a−k
n1−1∑
s=0

asys + a−k
k∑

s=n1

as
ε(a− 1)

2a

<
ε

2
+

ε

2
= ε

từ đó ta suy ra (1.11).

Nếu ℓ ≥ n2, thì từ (1.9) ta suy ra

a−k
k∑

s=0

asxs,ℓ < a−k
k∑

s=0

as
ε(a− 1)

2a
<

ε

2

từ đó ta suy ra (1.11).

Định nghĩa sau đây, chúng tôi trình bày các dạng hội tụ hầu chắc chắn,

hội tụ theo xác suất, hội tụ đầy đủ, hội tụ theo trung bình của mảng các

biến ngẫu nhiên.
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Định nghĩa 1.1.8. ([9])

(i) Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ⩾ 1, n ⩾ 1} được gọi là hội tụ

hầu chắc chắn đến biến ngẫu nhiên X khi m ∨ n → ∞ nếu

P( lim
m∨n→∞

|Xm,n −X| = 0) = 1.

Khi đó, ta kí hiệu Xm,n→X h.c.c. khi m ∨ n → ∞, hay lim
m∨n→∞

Xm,n =

X h.c.c.

(ii) Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ⩾ 1, n ⩾ 1} được gọi là hội tụ

theo xác suất đến biến ngẫu nhiên X khi m ∨ n → ∞ nếu với mọi ε > 0

ta có

lim
m∨n→∞

P(|Xm,n −X| > ε) = 0.

Khi đó, ta kí hiệu Xm,n
P→ X khi m ∨ n → ∞.

(iii) Giả sử p > 0. Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ⩾ 1, n ⩾ 1} được

gọi là hội tụ theo trung bình cấp p đến biến ngẫu nhiên X khi m∨n → ∞
nếu

lim
m∨n→∞

E|Xm,n −X|p = 0.

Khi đó, ta kí hiệu Xm,n→X trong Lp khi m ∨ n → ∞.

Mệnh đề sau đây nêu lên tiêu chuẩn của sự hội tụ hầu chắc chắn của

mảng các biến ngẫu nhiên. Phép chứng minh của mệnh đề hoàn toàn tương

tự như trường hợp dãy một chỉ số.

Mệnh đề 1.1.9. Giả sử {X,Xm,n,m ⩾ 1, n ⩾ 1} là mảng các biến ngẫu

nhiên. Khi đó Xm,n → X h.c.c. khi m ∨ n → ∞ khi và chỉ khi với mọi

ε > 0, ta có

lim
k→∞

P( sup
m∨n⩾k

|Xm,n −X| > ε) = 0.

Từ định nghĩa về các dạng hội tụ của mảng các biến ngẫu nhiên và tiêu

chuẩn của sự hội tụ hầu chắc chắn, bất đẳng thức Markov,... ta có thể

chứng minh các mối quan hệ giữa các dạng hội tụ đó như sau.

Nhận xét 1.1.10.

(i) Nếu Xm,n→X h.c.c. khi m∨n → ∞ thì Xm,n
P→ X khi m∨n → ∞.

(ii) Nếu Xm,n→X trong Lp khi m ∨ n → ∞ thì Xm,n
P→ X khi

m ∨ n → ∞.
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Bổ đề sau đây là phiên bản của bổ đề Borel-Cantelli cho mảng kép.

Bổ đề 1.1.11. (Bổ đề Borel-Cantelli cho mảng kép)

Giả sử {Am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến cố. Đặt

lim supAm,n =
∞⋂
k=1

⋃
m∨n≥k

Am,n,

lim inf Am,n =
∞⋃
k=1

⋂
m∨n≥k

Am,n.

Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) Nếu
∞∑

m=1

∞∑
n=1

P(Am,n) < ∞,

thì

P(lim supAm,n) = 0.

(ii) Nếu {Am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến cố thỏa mãn

P(Ak,ℓAm,n) ≤ P(Ak,ℓ)P(Am,n) với mọi (k, ℓ) ̸= (m,n) (1.12)

và ∞∑
m=1

∞∑
n=1

P(Am,n) = ∞,

thì

P(lim supAm,n) = 1.

Chứng minh. (i) Đặt Bk =
⋃

m∨n≥k

Am,n với mọi k ≥ 1. Khi đó {Bk, k ≥ 1}

là dãy giảm nên theo tính liên tục của xác suất, ta có

0 ≤ P (lim supAm,n) = P

( ∞⋂
k=1

⋃
m∨n≥k

Am,n

)

= P

( ∞⋂
k=1

Bk

)
= lim

k→∞
P(Bk)

= lim
k→∞

P

( ⋃
m∨n≥k

Am,n

)
≤ lim

k→∞

∑
m∨n≥k

P(Am,n)

= 0.

6



(ii) Đặt Im,n = 1(Am,n),m ≥ 1, n ≥ 1. Khi đó, ta có

EIm,n = P(Am,n),

Var (Im,n) = EI2m,n − (EIm,n)
2 = P(Am,n)(1− P(Am,n)),

và

E(Ik,ℓIm,n) ≤ EIk,lEIm,n với mọi (k, ℓ) ̸= (m,n).

Như vậy, để chứng minh bổ đề trên ta chỉ cần chứng minh rằng nếu

{Am,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến cố thoả mãn (1.12) và

∞∑
m=1

∞∑
n=1

E(Im,n) = ∞

thì

P

( ∞∑
m=1

∞∑
n=1

Im,n = ∞
)

= 1.

Theo bất đẳng thức Chebyshev, ta có

P

∣∣∣ m∑
i=1

n∑
j=1

(Ii,j − EIi,j)
∣∣∣ > 1/2

m∑
i=1

n∑
j=1

P(Ai,j)


≤

4Var
(∑m

i=1

∑n
j=1 Ii,j

)
(∑m

i=1

∑n
j=1 P(Ai,j)

)2
≤

4
∑m

i=1

∑n
j=1Var(Ii,j)(∑m

i=1

∑n
j=1 P(Ai,j)

)2
≤ 4∑m

i=1

∑n
j=1 P(Ai,j)

→ 0 khi m ∧ n → ∞.

Do đó, ta suy ra

lim
m∧n→∞

P

∣∣∣ m∑
i=1

n∑
j=1

(Ii,j − EIi,j)
∣∣∣ > 1/2

m∑
i=1

n∑
j=1

P(Ai,j)

 = 0.

Điều này kéo theo

lim
m∧n→∞

P

 m∑
i=1

n∑
j=1

Ii,j ≥ 1/2
m∑
i=1

n∑
j=1

P(Ai,j)

 = 1. (1.13)
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Đặt

Bm,n =

 m∑
i=1

n∑
j=1

Ii,j ≥ 1/2
m∑
i=1

n∑
j=1

P(Ai,j)

 .

Áp dụng tính liên tục của xác suất, từ (1.13) ta có

P

( ∞⋂
k=1

⋃
m∧n≥k

Bm,n

)
= lim

k→∞
P

( ⋃
m∧n≥k

Bm,n

)
≥ lim

m∧n→∞
P(Bm,n) = 1.

(1.14)

Mặt khác, ta dễ dàng chứng minh được

∞⋂
k=1

⋃
m∧n≥k

Bm,n ⊂

 ∞∑
i=1

∞∑
j=1

Ii,j = ∞

 . (1.15)

Từ (1.14) và (1.15) ta có

P

 ∞∑
i=1

∞∑
j=1

Ii,j = ∞

 = 1.

1.2. TÍNH PHỤ THUỘC CỦA MẢNG KÉP CÁC BIẾN NGẪU NHIÊN

Năm 1966, Lehmann [5] đã phát biểu khái niệm phụ thuộc âm như sau.

Định nghĩa 1.2.1 ([5]). Hai biến ngẫu nhiên X và Y được gọi là phụ

thuộc âm nếu

P(X ≤ x, Y ≤ y) ≤ P(X ≤ x)P(Y ≤ y) với mọi x, y ∈ R.

Nhận xét 1.2.2. Nếu các biến ngẫu nhiên X và Y độc lập thì X và Y

phụ thuộc âm. Tuy nhiên, ví dụ sau đây chứng tỏ rằng tồn tại các biến

ngẫu nhiên phụ thuộc âm nhưng không độc lập.

Xét không gian xác suất (Ω,F ,P), với Ω = {1, 2, 3, 4}, F = P(Ω) và

P(A) =
|A|
4

với mọi A ∈ F . Lấy B = {1, 2}, C = {2, 3, 4}. Khi đó, 1(B)

và 1(C) là các biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm nhưng không độc lập.

Bổ đề 1.2.3 ([5]). Giả sử X và Y là hai biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm,

f và g là hai hàm tăng (hoặc hai hàm giảm) trên R. Khi đó f(X) và g(Y )

phụ thuộc âm.
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Từ Bổ đề 1.2.3, ta dễ dàng thu được các hệ quả sau đây.

Hệ quả 1.2.4. Giả sử X và Y là hai biến ngẫu nhiên khả tích, phụ thuộc

âm. Khi đó X − EX và Y − EY là hai biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm.

Hệ quả 1.2.5. Giả sử X, Y là hai biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm và

a, b, c, d là các số thực thỏa mãn a < b, c < d. Đặt

X1 = a1(X < a) +X1(a ≤ X ≤ b) + b1(X > b),

Y1 = c1(Y < c) + Y 1(c ≤ Y ≤ d) + d1(Y > d).

Khi đó X1 và Y1 là hai biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm.

Định nghĩa 1.2.6 ([5]). Họ các biến ngẫu nhiên {Xλ, λ ∈ Λ} được gọi

là phụ thuộc âm đôi một nếu với mọi i, j ∈ Λ thoả mãn i ̸= j ta có Xi và

Xj phụ thuộc âm.

Nhận xét 1.2.7. Họ các biến ngẫu nhiên độc lập đôi một là một họ các

biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm đôi một.

Rất gần đây, Tứ và các cộng sự [14] đã giới thiệu khái niệm M -phụ

thuộc âm đôi một của mảng kép các biến ngẫu nhiên.

Định nghĩa 1.2.8 ([14]). Giả sử M là một số nguyên không âm.

• Một họ hữu hạn các biến ngẫu nhiên {X1,1, ...., Xm,n} được gọi là

M -phụ thuộc âm đôi một nếu thoả mãn một trong hai trường hợp sau:

i) m ∨ n ≤ M + 1;

ii) m∨n > M +1 và với (k− i)∨ (ℓ− j) > M ta có Xi,j và Xk,ℓ phụ

thuộc âm.

• Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} được gọi là M -phụ

thuộc âm đôi một nếu với mỗi m ≥ 1, n ≥ 1 ta có {X1,1, ...., Xm,n} là

M -phụ thuộc âm đôi một.

Nhận xét 1.2.9. i) Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là

phụ thuộc âm đôi một khi và chỉ khi {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng 0-phụ

thuộc âm đôi một.

ii) Nếu mảng {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} các biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm

đôi một thì {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên M -phụ

thuộc âm đôi một với mọi số nguyên dương M .
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Tứ và các cộng sự [14] đã chứng minh bất đẳng thức moment dạng

Bahr-Esseen cho mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một.

Bổ đề 1.2.10. [14, Bổ đề 2.2] Cho 1 ≤ p ≤ 2 và cho {Xm,n, m ≥ 1, n ≥
1} là mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một thoả mãn

EXm,n = 0 và E|Xm,n|r < ∞ với mọi m ≥ 1, n ≥ 1. Khi đó, tồn tại hằng

số Cp,M chỉ phụ thuộc vào p và M thoả mãn

E

∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

n∑
j=1

Xi,j

∣∣∣∣∣∣
p

≤ Cp,M

m∑
i=1

n∑
j=1

E|Xi,j|p,m ≥ 1, n ≥ 1.

Sau đây chúng tôi giới thiệu khái niệm độc lập đôi một theo khối, phụ

thuộc âm đôi một theo khối của mảng kép các biến ngẫu nhiên.

Định nghĩa 1.2.11. i) Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1}
được gọi là độc lập đôi một theo khối nếu với mỗi k ≥ 1, ℓ ≥ 1, họ các

biến ngẫu nhiên {Xi,j, 2
k−1 ≤ i < 2k, 2ℓ−1 ≤ i < 2ℓ} là độc lập đôi một.

ii) Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} được gọi là phụ

thuộc âm đôi một theo khối nếu với mỗi k ≥ 1, ℓ ≥ 1, họ các biến ngẫu

nhiên {Xi,j, 2
k−1 ≤ i < 2k, 2ℓ−1 ≤ i < 2ℓ} là phụ thuộc âm đôi một.

Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu khái niệm M -phu thuộc âm đôi một theo

khối của mảng kép các biến ngẫu nhiên.

Định nghĩa 1.2.12. Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1}
được gọi là M -phu thuộc âm đôi một theo khối nếu với mỗi k ≥ 1, ℓ ≥ 1,

họ các biến ngẫu nhiên {Xi,j, 2
k−1 ≤ i < 2k, 2ℓ−1 ≤ i < 2ℓ} là M -phụ

thuộc âm đôi một.

Nhận xét 1.2.13. i) Mảng kép các biến ngẫu nhiên độc lập đôi một theo

khối là mảng kép các biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm đôi một theo khối.

ii) Mảng kép các biến ngẫu nhiên phụ thuộc âm đôi một theo khối là

mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối với mọi

số nguyên không âm M .

1.3. TÍNH BỊ CHẶN NGẪU NHIÊN CỦA MẢNG KÉP CÁC BIẾN NGẪU

NHIÊN

Định nghĩa bị chặn ngẫu nhiên sau đây tổng quát hơn định nghĩa cùng

phân phối.
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Định nghĩa 1.3.1. ([10]) Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ≥ 1, n ≥
1} được gọi là bị chặn ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X nếu tồn tại hằng

số C sao cho với mọi t ≥ 0 và với mọi m ≥ 1, n ≥ 1, ta có

P
(
|Xm,n| > t

)
≤ P

(
|X| > t

)
.

Nhận xét 1.3.2. Mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} cùng

phân phối thì bị chặn ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X1,1.

Chú ý 1.3.3. Nhiều tác giả định nghĩa {Xλ, λ ∈ Λ} bị chặn ngẫu nhiên

bởi biến ngẫu nhiên Y nếu

sup
λ∈Λ

P{|Xλ| > t} ≤ CP{|Y | > t} với mọi t ≥ 0 (1.16)

trong đó C là hằng số dương.

Ngoài ra, Rosalsky và Thành [10] đã chỉ ra rằng hai cách định ngĩa trên

là tương đương.

Bổ đề sau đây dùng để thiết lập sự hội tụ của mảng kép các biến ngẫu

nhiên {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} bị chặn ngẫn nhiên bởi biến ngẫu nhiên X.

Mệnh đề 1.3.4. Nếu mảng các biến ngẫu nhiên {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} bị

chặn ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X, thì với mọi p > 0 và t ≥ 0,

sup
m≥1, n≥1

E(|Xm,n|p1(|Xm,n| > t)) ≤ E(|X|p1(|X| > t)), (1.17)

và

sup
m≥1, n≥1

E(|Xm,n|p1(|Xm,n| ≤ t)) ≤ E(|X|p1(|X| ≤ t)) + tpP(|X| > t).

(1.18)

Chứng minh. Với m ≥ 1, n ≥ 1 ta có

E(|Xm,n|p1(|Xm,n| > t))

= p

∞∫
0

xp−1P (|Xm,n|1(|Xm,n| > t) > x) dx

= p

∞∫
t

xp−1P (|Xm,n| > t) dx

≤ p

∞∫
n

xp−1P (|X| > x) dx
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≤ p

∞∫
0

xp−1P (|X|1(|X| > t) > x) dx

= E(|X|p1(|X| > t)),

và

E(|Xm,n|p1(|Xm,n| ≤ t))

= p

∞∫
0

xp−1P (1(|Xm,n| ≤ t) > x) dx

= p

t∫
0

xp−1P (|Xm,n|1(|Xm,n| ≤ t) > x) dx

≤ p

t∫
0

xp−1P(|Xm,n| > x) dx

≤ p

t∫
0

xp−1P(|X| > x) dx

= p

t∫
0

xp−1P(|X|1(|X| ≤ t) > x) dx+ p

t∫
0

xp−1P(|X|1(|X| > t) > x) dx

≤ E (|X|p1(|X| ≤ t)) + p

t∫
0

xp−1P(|X| > t) dx

= E(|X|p1(|X| ≤ t)) + tpP(|X| > t).
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Chương 2

SỰ HỘI TỤ CỦA TỔNG KÉP CÁC BIẾN NGẪU NHIÊN

PHỤ THUỘC THEO KHỐI

2.1. LUẬT MẠNH SỐ LỚN LOÈVE CHO MẢNG KÉP CÁC BIẾN NGẪU

NHIÊN PHỤ THUỘC THEO KHỐI

Trong mục này chúng tôi trình bày luật mạnh số lớn dạng Loève cho mảng

kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối. Trong trường

hợp một chỉ số đã được trình bày trong Anh [13] với trọng số tổng quát.

Giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên. Với m ≥ 1,

n ≥ 1, đặt

Sm,n =
m∑
i=1

n∑
j=1

Xi,j.

Áp dụng Bổ đề 1.1.4 ta dễ dàng chứng minh được kết quả sau.

Bổ đề 2.1.1. Giả sử {bm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các số thực dương

thoản mãn

lim
m∨n→∞

bm,n = ∞

và

bi,j ≤ bk,ℓ với mọi i ≤ k, j ≤ ℓ.

Nếu {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên thoả mãn

lim
m∨n→∞

Sm,n

bm,n
= 0 h.c.c.,

thì

lim
m∨n→∞

1

bm,n
max

k≤m,ℓ≤n
|Sk,ℓ| = 0 h.c.c.

Kết hợp Bổ đề 1.2.10 và Định lý 3 của Móricz [6] ta có bổ đề sau đây. Đó

là một dạng bất đẳng Rademacher–Menshov tổng quát cho tổng kép các

biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một. Bổ này dùng để chứng minh

các kết quả chính trong mục 1 và mục 2.

Bổ đề 2.1.2. Cho 1 < p ≤ 2. Giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các

biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một, kỳ vọng 0 thoả mãn
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E|Xm,n|p < ∞ với mọi m ≥ 1, n ≥ 1. Khi đó tồn tại hằng số C chỉ

phụ thuộc vào M và p sao cho với mọi m ≥ 1, n ≥ 1 ta có

E

 max
1≤k≤m
1≤ℓ≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

i=1

ℓ∑
j=1

Xi,j

∣∣∣∣∣∣
p

≤ C(logm log n)p
m∑
i=1

n∑
j=1

E|Xi,j|p.

Kết quả sau đây là luật mạnh số lớn dạng Loève cho mảng kép các

biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối với trọng số (mαnβ)

(α > 0, β > 0).

Định lý 2.1.3. Giả sử α > 0, β > 0 và giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là

mảng các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0.

Nếu ∞∑
m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|rm,n(logm log n)2

(mαnβ)rm,n
< ∞ (2.1)

với 1 ≤ rm,n ≤ 2, m ≥ 1, n ≥ 1, thì

lim
m∨n→∞

1

mαnβ
max

k≤m,ℓ≤n
|Sk,ℓ| = 0 h.c.c. (2.2)

Chứng minh. Với m ≥ 1, n ≥ 1, k ≥ 0, ℓ ≥ 0, đặt

bm,n = mαnβ,

Ym,n = −bm,n1(Xm,n < −bm,n)+Xm,n1(|Xm,n| ≤ bm,n)+bm,n1(Xm,n > bm,n),

và

Tk,ℓ =
1

b2k+1,2ℓ+1

max
2k≤m<2k+1

2ℓ≤n<2ℓ+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2k

n∑
j=2ℓ

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣ .
Với m ≥ 1, n ≥ 1, ta có

1

b2m,n

E
(
X2

m,n1(|Xm,n| ≤ bm,n)
)
+ P(|Xm,n| > bm,n)

=
2

b2m,n

bm,n∫
0

xP(|Xm,n| > x) dx

≤ 2

b
rm,n
m,n

bm,n∫
0

xrm,n−1P(|Xm,n| > x) dx

≤ 2E|Xm,n|rm,n

b
rm,n
m,n

.

(2.3)
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Từ (2.1) và (2.3) suy ra

∞∑
m=1

∞∑
n=1

P(Xm,n ̸= Ym,n) ≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

P(|Xm,n| > bm,n)

≤ C
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|rm,n

b
rm,n
m,n

< ∞,

(2.4)

và
∞∑

m=1

∞∑
n=1

EY 2
m,n(logm log n)2

b2m,n

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(
1

b2m,n

E
(
X2

m,n1(|Xm,n| ≤ bm,n)
)
+ P(|Xm,n| > bm,n)

)
(logm log n)2

≤ 2
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|rm,n(logm log n)2

b
rm,n
m,n

< ∞. (2.5)

Chú ý rằng, {Ym,n − EYm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên

M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0. Với k ≥ 0, ℓ ≥ 0, ta có

ET 2
k,ℓ =

1

b2
2k+1,2ℓ+1

E

 max
2k≤m<2k+1

2ℓ≤n<2ℓ+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2k

n∑
j=2ℓ

(Yi,j − E(Yi,j))

∣∣∣∣∣∣


2

≤ C

b2
2k+1,2ℓ+1

(log 2k log 2ℓ)2
2k+1−1∑
i=2k

2ℓ+1−1∑
i=2ℓ

E(Yi,j − EYi,j)
2

(do Bổ đề 2.1.2)

≤ C
2k+1−1∑
i=2k

2ℓ+1−1∑
j=2ℓ

EY 2
i,j(log i log j)

2

b2i,j
.

Từ đó và (2.5) suy ra
∞∑
k=0

∞∑
ℓ=0

ET 2
k,ℓ < ∞.

Từ đó kết hợp với bất đẳng thức Markov bổ đề Borel-Cantelli ta suy ra

lim
k∨ℓ→∞

Tk,ℓ = 0 h.c.c. (2.6)
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Giả sử 2k ≤ m < 2k+1, 2ℓ ≤ n < 2ℓ+1, ta có∣∣∣∣∣∣ 1

bm,n

m∑
i=1

n∑
j=1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

b2k,2ℓ

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

max
2u≤m<2u+1

2v≤n<2v+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2u

n∑
j=2v

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣
≤ C

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

b2u+1,2v+1

b2k+1,2ℓ+1

Tu,v.

(2.7)

Từ (2.6), (2.7) và bổ đề Toeplitz ta suy ra

lim
m∨n→∞

1

bm,n

m∑
i=1

n∑
j=1

(Yi,j − EYi,j) = 0 h.c.c. (2.8)

Vì EXm,n = 0 với mọi m ≥ 1, n ≥ 1, ta có

∞∑
m=1

∞∑
n=1

|EYm,n|
bm,n

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(
P(|Xm,n| > bm,n) +

1

bm,n
|E(Xm,n1(|Xm,n| ≤ bm,n))|

)
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(
P(|Xm,n| > bm,n) +

1

bm,n
|E(Xm,n1(|Xm,n| > bm,n))|

)
≤

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(
P(|Xm,n| > bm,n) +

1

bm,n
E(|Xm,n|1(|Xm,n| > bm,n))

)

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

2P(|Xm,n| > bm,n) +
1

bm,n

∞∫
bm,n

P(|Xm,n| > x) dx


≤

∞∑
m=1

∞∑
n=1

2P(|Xm,n| > bm,n) +
1

b
rm,n
m,n

∞∫
bm,n

xrm,n−1P(|Xm,n| > x) dx


≤

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(
2P(|Xm,n| > bm,n) +

E|Xm,n|rm,n

b
rm,n
m,n

)
≤ C

∞∑
m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|rm,n

b
rm,n
m,n

(do (2.3))

< ∞ (do (2.1)).
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Áp dụng Bổ đề Kronecker, ta có

lim
m∨n→∞

1

bm,n

m∑
i=1

n∑
j=1

EYi,j = 0. (2.9)

Kết hợp (2.4), (2.8), (2.9) và bổ đề Borel–Cantelli ta suy ra

lim
m∨n→∞

Sm,n

bm,n
= 0 h.c.c.

Từ đó và Bổ đề 2.1.1 ta suy ra (2.2).

Trong Định lý 2.1.3, khi xét cho trường hợp rm,n ≡ p với 1 < p ≤ 2 ta

xây dựng được luật mạnh số lớn dạng Rademacher–Menshov (trường hợp

đặc biệt của Luật mạnh số lớn dạng Loève) với trọng số tổng quát (ambn)

sau đây.

Định lý 2.1.4. Giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} mảng các biến ngẫu nhiên

M - phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0 và giả sử {an, n ≥ 1} và

{bn, n ≥ 1} là hai dãy số dương không giảm thoả mãn

inf
n≥0

a2n+1

a2n
> 1, inf

n≥0

b2n+1

b2n
> 1, (2.10)

sup
n≥0

a2n+1

a2n
< ∞, sup

n≥0

b2n+1

b2n
< ∞. (2.11)

Nếu ∞∑
m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|p(logm log n)p

(ambn)p
< ∞ (2.12)

trong đó 1 < p ≤ 2, thì

lim
m∨n→∞

1

ambn
max

k≤m,ℓ≤n
|Sk,ℓ| = 0 h.c.c. (2.13)

Chứng minh. Với k ≥ 0, ℓ ≥ 0, đặt

Tk,ℓ =
1

(a2k+1 − a2k)(b2ℓ+1 − b2ℓ)
max

2k≤m<2k+1

2ℓ≤n<2ℓ+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2k

n∑
j=2ℓ

Xi,j

∣∣∣∣∣∣ .
Chú ý rằng {an, n ≥ 1} và {bn, n ≥ 1} là các dãy số dương không giảm.

Với k ≥ 0, l ≥ 0, ta có
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E|Tk,ℓ|p ≤ C
1

(a2k+1b2ℓ+1)p
E

 max
2k≤m<2k+1

2ℓ≤n<2ℓ+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2k

n∑
j=2ℓ

Xi,j

∣∣∣∣∣∣


p

(do (2.10))

≤ C
1

(a2k+1b2ℓ+1)p
(log 2k log 2ℓ)p

2k+1−1∑
i=2k

2ℓ+1−1∑
j=2ℓ

E|Xi,j|p

(do Bổ đề 2.1.2)

≤ C
2k+1−1∑
i=2k

2ℓ+1−1∑
j=2ℓ

E|Xi,j|p(log i log j)p

(aibj)p
.

(2.14)

Kết hợp (2.12) và (2.14), ta có

∞∑
k=0

∞∑
ℓ=0

E|Tk,ℓ|p ≤ C
∞∑
i=1

∞∑
j=1

E|Xi,j|p(log i log j)p

(aibj)p
< ∞.

Áp dụng bất đẳng thức Markov và bổ đề Borel–Cantelli, ta suy ra

lim
k∨ℓ→∞

Tk,ℓ = 0 h.c.c. (2.15)

Giả sử 2k ≤ m < 2k+1, 2ℓ ≤ n < 2ℓ+1, ta có

1

ambn
|Sm,n| ≤

1

a2kb2ℓ

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

max
2u≤m<2u+1

2v≤n<2v+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2u

n∑
j=2v

Xi,j

∣∣∣∣∣∣
≤ C

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

(a2u+1 − a2u)(b2v+1 − b2v)

a2kb2ℓ
Tu,v.

(2.16)

Từ (2.11) ta suy ra

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

(a2u+1 − a2u)(b2v+1 − b2v)

a2kb2ℓ
< C với mọi k ≥ 0, ℓ ≥ 0. (2.17)

Kết hợp (2.15)–(2.17) và bổ đề Toeplitz ta suy ra

lim
m∨n→∞

|Sm,n|
ambn

= 0 h.c.c. (2.18)

Từ (2.18) và Bổ đề 2.1.1 ta suy ra (2.13).
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Hệ quả 2.1.5. Giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên

M - phụ thuộc âm đôi một theo khối. Nếu với mọi m ≥ 1, n ≥ 1, ta có

E|Xm,n|p ≤ C
(mn)p−1

(logm log n)p+ε+1
(2.19)

trong đó 1 < p ≤ 2, ε > 0, thì

lim
m∨n→∞

1

mn
max

k≤m,ℓ≤n
|Sk,ℓ| = 0 h.c.c. (2.20)

Chứng minh. Từ (2.19) ta suy ra
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|p(logm log n)p

(mn)p
≤ C

∞∑
m=1

∞∑
n=1

1

m(logm)1+εn(log n)1+ε
< ∞

Áp dụng Định lý 2.1.4 ta suy ra (2.20).

Ví dụ sau đây chỉ ra rằng trong Định lý 2.1.4, chúng ta không thể thay

thế điều kiện (2.12) bởi điều kiện

lim
m∨n→∞

E|Xm,n|p(logm log n)p

(ambn)p
= 0.

Ví dụ 2.1.6. Giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên

độc lập có cùng phân phối chuẩn hoá. Ta có
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|2(logm log n)2

(m1/2n1/2)2
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

log2m log2 n

mn

= ∞,

Chú ý rằng, với m ≥ 1, n ≥ 1 ta có

1

m1/2n1/2

m∑
i=1

n∑
j=1

Xi,j ∼ N(0, 1).

Tuy nhiên, ta có

E|Xm,n|2(logm log n)2

(m1/2n1/2)2
=

log2m log2 n

mn

≤ log4(mn)

mn
→ 0 khi m ∨ n → ∞.

Ví dụ tiếp theo chỉ ra rằng trong Định lý 2.1.4, chúng ta không thể thay

thế điều kiện (2.12) bởi điều kiện
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|p

(ambn)p
< ∞.
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Ví dụ 2.1.7. Csörgő, Tandori và Totik [1] đã chỉ ra rằng tồn tại dãy các

biến ngẫu nhiên {Xn, n ≥ 1} thoả mãn

∞∑
n=1

EX2
n

n2
< ∞,

nhưng

lim sup
n→∞

|Sn − ESn|
n

= ∞ h.c.c.

Đặt

Xm,n =

Xn − EXn nếu m = 1

0 nếu m > 1.

Khi đó {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên độc lập đôi

một, kỳ vọng 0 thoả mãn

∞∑
m=1

∞∑
n=1

EX2
m,n

(mn)2
< ∞,

nhưng

lim sup
n→∞

|S1,n|
n

= ∞ h.c.c.

do đó (2.13) không đúng với am ≡ m, bn ≡ n.

Trong Định lý 2.1.4, khi thay thế (2.12) bởi điều kiện

∞∑
m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|p

(ambn)p
< ∞.

ta chứng minh được kết quả sau đây.

Định lý 2.1.8. Giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu

nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0 và giả sử {an, n ≥ 1}
và {bn, n ≥ 1} là hai dãy số dương không giảm thoả mãn (2.10) và (2.11).

Nếu ∞∑
m=1

∞∑
n=1

E|Xm,n|p

(ambn)p
< ∞ (2.21)

trong đó 1 < p ≤ 2, thì

lim
m∨n→∞

1

ambn logm log n
max

k≤m,ℓ≤n
|Sk,ℓ| = 0 h.c.c. (2.22)
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Chứng minh. Với k ≥ 0, ℓ ≥ 0, đặt

τk,ℓ =
1

(a2k+1 − a2k)(b2ℓ+1 − b2ℓ) log 2k log 2ℓ
max

2k≤m<2k+1

2ℓ≤n<2ℓ+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2k

n∑
j=2ℓ

Xi,j

∣∣∣∣∣∣ .
Chú ý rằng {an, n ≥ 1} và {bn, n ≥ 1} là các dãy số dương không giảm.

Với k ≥ 0, l ≥ 0, ta có

E|τk,ℓ|p ≤ C
1

(a2k+1b2ℓ+1)p(log 2k log 2ℓ)p
E

 max
2k≤m<2k+1

2ℓ≤n<2ℓ+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2k

n∑
j=2ℓ

Xi,j

∣∣∣∣∣∣


p

(do (2.10))

≤ C
1

(a2k+1b2ℓ+1)p

2k+1−1∑
i=2k

2ℓ+1−1∑
j=2ℓ

E|Xi,j|p

(do Bổ đề 2.1.1)

≤ C
2k+1−1∑
i=2k

2ℓ+1−1∑
j=2ℓ

E|Xi,j|p

(aibj)p
.

(2.23)

Kết hợp (2.21) và (2.23), ta có
∞∑
k=0

∞∑
ℓ=0

E|τk,ℓ|p ≤ C
∞∑
i=1

∞∑
j=1

E|Xi,j|p

(aibj)p
< ∞.

Áp dụng bất đẳng thức Markov và bổ đề Borel–Cantelli ta suy ra

lim
k∨ℓ→∞

τk,ℓ = 0 h.c.c. (2.24)

Giả sử 2k ≤ m < 2k+1, 2ℓ ≤ n < 2ℓ+1, ta có

|Sm,n|
ambn logm log n

≤ 1

a2kb2ℓ log 2k log 2ℓ

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

max
2u≤m<2u+1

2v≤n<2v+1

∣∣∣∣∣∣
m∑

i=2u

n∑
j=2v

Xi,j

∣∣∣∣∣∣
≤ C

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

(a2u+1 − a2u)(b2v+1 − b2v)

a2kb2ℓ
τu,v.

(2.25)

Kết hợp (2.17), (2.24), (2.25) và bổ đề Toeplitz ta suy ra

lim
m∨n→∞

|Sm,n|
ambn logm log n

= 0 h.c.c. (2.26)

Từ (2.26) và Bổ đề 2.1.1 ta suy ra (2.22).
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2.2. LUẬT MẠNH SỐ LỚN MARCINKIEWICZ–ZYGMUND CHO MẢNG

KÉP CÁC BIẾN NGẪU NHIÊN PHỤ THUỘC THEO KHỐI

Luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–Zygmund cho mảng kép các biến

ngẫu nhiên độc lập đôi một được nghiên cứu đầu tiên bởi Hong và Hwang

[3]. Kết quả này được mở rộng đến mảng nhiều chỉ số bởi Czerebak-

Mrozowicz và các cộng sự [2]. Giả sử 1 < p < 2. Trong [2, 3], các tác

giả đã chứng minh rằng với một mảng các biến ngẫu nhiên độc lập đôi

một {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} bị chặn ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X,

điều kiện

E(|X|p log3 |X|) < ∞
suy ra

lim
m∨n→∞

∑m
i=1

∑n
j=1(Xi,j − EXi,j)

(mn)1/p
= 0 h.c.c. (2.27)

Trong [2, 3], các tác giả đã sử dụng đánh giá sau trong chứng minh (xem

[2, dòng -3 trang 136] và [3, dòng 3 trang 175])

log(m) log(n) ≤ C log(mn) với mọi m ≥ 1, n ≥ 1, (2.28)

tuy nhiên đánh giá này không chính xác. (2.28) phải được sửa thành

log(m) log(n) ≤ C log2(mn) với mọi m ≥ 1, n ≥ 1. (2.29)

Nếu chúng tôi làm theo chứng minh của [2, 3] và sử dụng (2.29) thay cho

(2.28), chúng tôi cần điều kiện

E(|X|p log5 |X|) < ∞ (2.30)

để suy ra được luật mạnh số lớn (2.27). Một câu hỏi tự nhiên đặt ra là liệu

có hay không kết quả trong [2, 3] dưới điều kiện yếu hơn (2.30). Trong đề

tài này chúng tôi đã sử dụng một kỹ thuật hoàn toàn khác các kỹ thuật

chứng minh trong [2, 3] để chứng minh rằng (2.27) có được dưới điều kiện

E(|X|p log1+2p |X|) < ∞,

trong đó 1 ≤ p < 2.

Khi xây dựng kết quả về sự hội tụ cho mảng kép các biến ngẫu nhiên

chúng ta cần dùng kết quả sau.

Bổ đề 2.2.1. Giả sử d(k) là số các ước nguyên dương của số nguyên dương

k. Khi đó, với n ≥ 1 ta có
n∑

k=1

d(k) logα k

kγ
≤ C logα+1 n

nγ−1
với mọi γ < 1, α ≥ 0, (2.31)
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∞∑
k=n

d(k) logα k

kγ
≤ C logα+1 n

nγ−1
với mọi γ > 1, α ∈ R. (2.32)

Chứng minh. Ta có (xem Klesov [4, tr. 434]),
n∑

k=1

d(k) ∼ n log n. (2.33)

Áp dụng (2.33) và tính tổng theo từng phần ta có điều phải chứng minh.

Định lý sau đây là luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–Zygmund cho

mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối.

Định lý 2.2.2. Giả sử 1 ≤ p < 2 và giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là

mảng các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0.

Nếu {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} bị chặn ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X

thoả mãn

E
(
|X|p log1+2p |X|

)
< ∞, (2.34)

thì

lim
m∨n→∞

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

Xi,j = 0 h.c.c. (2.35)

Chứng minh. Đặt

g(x) =

(3p)−2x1/p nếu 0 ≤ x < 8p,

x1/p(log x)−2 nếu x ≥ 8p.

Khi đó g(·) là hàm tăng ngặt trên [0,∞). Với m ≥ 1, n ≥ 1, đặt

Ym,n = −g(mn)1(Xm,n < −g(mn)) +Xm,n1(|Xm,n| ≤ g(mn))

+ g(mn)1(Xm,n > g(mn)).

Ta có
∞∑

m=1

∞∑
n=1

P(|X| > g(mn)) =
∞∑
k=1

d(k)P(|X| > g(k))

=
∞∑
k=1

d(k)
∞∑
ℓ=k

P(g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1))

=
∞∑
ℓ=1

ℓ∑
k=1

d(k)P(g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1))

≤ C
∞∑
ℓ=1

ℓ log(ℓ)P(g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1)).

(2.36)
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Chú ý rằng,

lim
ℓ→∞

log ℓ

log(ℓ1/p(log ℓ)−2)
= p.

Với ℓ đủ lớn và với ω ∈ (g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1)), ta có

ℓ log(ℓ) =
(g(ℓ))p(log(g(ℓ)))1+2p

(log ℓ)−(1+2p)(log(ℓ1/p(log ℓ)−2))(1+2p)

≤ C(g(ℓ))p log1+2p(g(ℓ))

≤ C|X(ω)|p(log |X(ω)|)1+2p.

(2.37)

Từ (2.34), (2.36) và (2.37), ta có

∞∑
m=1

∞∑
n=1

P(|X| > g(mn)) ≤ C + CE
(
|X|p log1+2p |X|

)
< ∞.

(2.38)

Ta có
∞∑

m=1

∞∑
n=1

EX21(|X| ≤ g(mn))

g2(mn)

=
∞∑
k=1

d(k)EX21(|X| ≤ g(k))

g2(k)

≤ C
∞∑
k=1

d(k)(log k)4

k2/p

k∑
ℓ=1

EX21(g(ℓ− 1) < |X| ≤ g(ℓ))

= C
∞∑
ℓ=1

∞∑
k=l

d(k)(log k)4

k2/p
EX21(g(ℓ− 1) < |X| ≤ g(ℓ))

≤ C
∞∑
ℓ=1

ℓ1−2/p(log ℓ)5E
(
X21(g(ℓ− 1) < |X| ≤ g(ℓ))

)
.

(2.39)

Với ℓ đủ lớn và với ω ∈ (g(ℓ− 1) < |X| ≤ g(ℓ)), ta có

ℓ1−2/p(log ℓ)5 =
(g(ℓ))p−2(log(g(ℓ)))1+2p

(log ℓ)−(1+2p)(log(ℓ1/p(log ℓ)−2))(1+2p)

≤ C(g(ℓ))p−2 log1+2p(g(ℓ))

≤ C|X(ω)|p−2 log1+2p |X(ω)|.

(2.40)

Từ (2.34), (2.39) và (2.40), ta có

∞∑
m=1

∞∑
n=1

EX21(|X| ≤ g(mn))

g2(mn)
≤ C + CE

(
|X|p log1+2p |X|

)
< ∞.

(2.41)
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Từ (2.38) và (2.41) ta suy ra

∞∑
m=1

∞∑
n=1

E (Ym,n − EYm,n)
2 log2(2m) log2(2n)

(mn)2/p

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E (Ym,n − EYm,n)
2

g2(mn)

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(
EX2

m,n1(|Xm,n| ≤ g(mn))

g2(mn)
+ P(|Xm,n| > g(m,n))

)

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(
EX21(|X| ≤ g(mn))

g2(mn)
+ 2P(|X| > g(m,n))

)
< ∞.

Chú ý rằng, {Ym,n−E(Ym,n), m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên

M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0. Từ (2.8) và Định lý 2.1.4,

ta suy ra

lim
m∨n→∞

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

(Yi,j − EYi,j) = 0 h.c.c. (2.42)

Từ (2.38), ta có

∞∑
m=1

∞∑
n=1

P(Xm,n ̸= Ym,n) ≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

P(|Xm,n| > g(mn))

< ∞.

(2.43)

Kết hợp (2.42), (2.43) và bổ đề Borel–Cantelli ta suy ra để chứng minh

(2.35) ta chỉ cần chứng minh

lim
m∨n→∞

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

EYi,j = 0. (2.44)

Để chứng minh (2.44), thứ nhất ta xét trường hợp p = 1. Từ EXm,n ≡ 0

ta suy ra

|EYm,n|
≤ g(mn)P(|Xm,n| > g(mn)) + |E(Xm,n1(|Xm,n| ≤ g(mn)))|
= g(mn)P(|Xm,n| > g(mn)) + |E(Xm,n1(|Xm,n| > g(mn)))|
≤ 2E|Xm,n|1(|Xm,n| ≥ g(mn))

≤ 2E|X|1(|X| ≥ g(mn)) với mọi m ≥ 1, n ≥ 1.

(2.45)
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Từ (2.34) và (2.45), ta có

lim
m∨n→∞

|EYm,n| = 0.

Do đó,

lim
m∨n→∞

1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

EYi,j = 0.

Tiếp theo, ta xét trường hợp 1 < p < 2. Ta có

∞∑
m=1

∞∑
n=1

|EYm,n|
(mn)1/p

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

|EYm,n|
g(mn)

≤ 2
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E(|X|1(|X| > g(mn)))

g(mn)

= 2
∞∑
k=1

d(k)E(|X|1(|X| > g(k)))

g(k)

= 2
∞∑
k=1

d(k)

g(k)

∞∑
ℓ=k

E(|X|1(g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1)))

≤ C
∞∑
ℓ=1

ℓ∑
k=1

d(k)(log k)2

k1/p
E(|X|1(g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1)))

≤ C
∞∑
ℓ=1

ℓ1−1/p(log ℓ)3E(|X|1(g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1))).

(2.46)

Với ℓ đủ lớn và với ω ∈ (g(ℓ) < |X| ≤ g(ℓ+ 1)),

ℓ1−1/p(log ℓ)3 =
(g(ℓ))p−1(log(g(ℓ)))1+2p

(log ℓ)−(1+2p)(log(ℓ1/p(log ℓ)−2))(1+2p)

≤ C(g(ℓ))p−1 log1+2p(g(ℓ))

≤ C|X(ω)|p−1(log |X(ω)|)1+2p.

(2.47)

Từ (2.34), (2.46) và (2.47) ta suy ra

∞∑
m=1

∞∑
n=1

|EYm,n|
(mn)1/p

≤ C + CE
(
|X|p log1+2p |X|

)
< ∞.

Áp dụng bổ đề Kronecker ta suy ra (2.44).
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Áp dụng Bổ đề 2.1.1 và Định lý 2.2.2 ta có kết quả sau đây.

Hệ quả 2.2.3. Giả sử 1 ≤ p < 2 và giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng

các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0. Nếu

{Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} bị chặn ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X thoả

mãn (2.34) thì

lim
m∨n→∞

1

(mn)1/p
max

k≤m,ℓ≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

i=1

ℓ∑
j=1

Xi,j

∣∣∣∣∣∣ = 0 h.c.c.

Hệ quả sau đây là một luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–Zygmund

cho mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối với

điều kiện monent bị chặn đều.

Hệ quả 2.2.4. Giả sử 1 ≤ p < 2 và giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng

các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối thoả mãn

sup
m≥1,n≥1

E
(
|Xm,n|p(log |Xm,n|)2p+2(log log |Xm,n|)2

)
< ∞. (2.48)

Khi đó

lim
m∨n→∞

1

(mn)1/p
max

k≤m,ℓ≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

i=1

ℓ∑
j=1

Xi,j

∣∣∣∣∣∣ = 0 h.c.c. (2.49)

Chứng minh. Áp dụng Mệnh đề 3.2 của Dzung và Thành [8], từ (2.48) ta

suy ra tồn tại biến ngẫu nhiên X thoả mãn {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} bị chặn

ngẫu nhiên bởi X và

E
(
|X|p(log |X|)2p+1

)
< ∞.

Do đó, áp dụng Hệ quả 2.2.3 ta suy ra

lim
m∨n→∞

1

(mn)1/p
max

k≤m,ℓ≤n

∣∣∣∣∣∣
k∑

i=1

ℓ∑
j=1

Xi,j

∣∣∣∣∣∣ = 0 h.c.c.

2.3. SỰ HỘI TỤ THEO TRUNG BÌNH CHO TỔNG KÉP CÁC BIẾN

NGẪU NHIÊN PHỤ THUỘC THEO KHỐI

Định lý 2.5 của Hong và Hwang [3] đã xây dựng sự hội tụ trong L1 cho

tổng kép các biến ngẫu nhiên độc lập đôi một. Đó là, nếu 1 < p < 2 và
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{Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên độc lập đôi một và bị

chặn ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X thoả mãn

E (|X|p log |X|) < ∞,

thì

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

(Xi,j − EXi,j) → 0 trong L1 khi m ∨ n → ∞.

Trong mục này, chúng tôi mở rộng Định lý 2.5 của Hong và Hwang [3]

cho mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối.

Phương pháp chứng minh của Hong và Hwang [3] không áp dụng đối với

mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối ngay

cả với M = 0. Để đạt được các kết quả ở đây, chúng tôi phải phát triển

một kỹ thuật mới để áp dụng được trong cấu trúc phụ thuộc trong mỗi

khối. Kỹ thuật này hoàn toàn khác với kỹ thuật trong [3].

Định lý 2.3.1. Giả sử 1 < p < 2 và giả sử {Xm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là

mảng các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối và bị chặn

ngẫu nhiên bởi biến ngẫu nhiên X thoả mãn

E (|X|p log |X|) < ∞. (2.50)

Khi đó

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

(Xi,j − EXi,j) → 0 trong L1 khi m ∨ n → ∞. (2.51)

Chứng minh. Với m ≥ 1, n ≥ 1, đặt

Ym,n = −(mn)1/p1(Xm,n < −(mn)1/p) +Xm,n1(|Xm,n| ≤ (mn)1/p)

+ (mn)1/p1(Xm,n > (mn)1/p),

Zm,n = Xm,n − Ym,n.

Với m ≥ 0, n ≥ 0, đặt

τm,n =
1

2(m+1)/p 2(n+1)/p

∣∣∣∣∣∣
2m+1−1∑
i=2m

2n+1−1∑
j=2n

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣ .
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Chú ý rằng,

∞∑
m=1

∞∑
n=1

E(|X|1(|X| > (mn)1/p))

(mn)1/p

=
∞∑
k=1

d(k)E(|X|1(|X| > k1/p))

k1/p

=
∞∑
k=1

d(k)

k1/p

∞∑
ℓ=k

E(|X|1(ℓ1/p < |X| ≤ (ℓ+ 1)1/p))

=
∞∑
ℓ=1

ℓ∑
k=1

d(k)

k1/p
E(|X|1(ℓ1/p < |X| ≤ (ℓ+ 1)1/p))

≤ C
∞∑
ℓ=1

ℓ1−1/p log ℓE(|X|1(ℓ1/p < |X| ≤ (ℓ+ 1)1/p))

(do (2.31))

≤ CE (|X|p log |X|)
< ∞ (do (2.50)),

(2.52)

và
∞∑

m=1

∞∑
n=1

E(X21(|X| ≤ (mn)1/p))

(mn)2/p

=
∞∑
k=1

d(k)E(X21(|X| ≤ k1/p))

k2/p

≤ C
∞∑
k=1

d(k)

k2/p

k∑
ℓ=1

E(X21((ℓ− 1)1/p < |X| ≤ ℓ1/p))

= C
∞∑
ℓ=1

∞∑
k=l

d(k)

k2/p
E(X21((ℓ− 1)1/p < |X| ≤ ℓ1/p))

≤ C
∞∑
ℓ=1

ℓ1−2/p log ℓE(X21((ℓ− 1)1/p < |X| ≤ ℓ1/p))

(do (2.32))

≤ CE (|X|p log |X|)
< ∞ (do (2.50)).

(2.53)
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Ta có
∞∑

m=1

∞∑
n=1

EY 2
m,n

(mn)2/p

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(
E(X2

m,n1(|Xm,n| ≤ (mn)1/p))

(mn)2/p
+ P(|Xm,n| > (mn)1/p)

)

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(
E(X21(|X| ≤ (mn)1/p))

(mn)2/p
+ 2P(|X| > (mn)1/p)

)
(do (1.18))

≤
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(
E(X21(|X| ≤ (mn)1/p))

(mn)2/p
+

2

(mn)1/p
E(|X|1(|X| > (mn)1/p))

)
< ∞ (do (2.52) và (2.53)).

(2.54)

Chú ý rằng {Ym,n − EYm,n, m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng các biến ngẫu nhiên

M -phụ thuộc âm đôi một theo khối, kỳ vọng 0. Từ Bổ đề 1.2.10 suy ra với

m ≥ 0, n ≥ 0 ta có

Eτ 2m,n ≤ 1

22(m+1)/p 22(n+1)/p

2m+1−1∑
i=2m

2n+1−1∑
j=2n

E(Yi,j − EYi,j)
2

≤ C
2m+1−1∑
i=2m

2n+1−1∑
j=2n

EY 2
i,j

(ij)2/p
.

Từ đó và (2.54) suy ra

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Eτ 2m,n < ∞.

Do đó

τm,n → 0 trong L2 (khi m ∨ n → ∞

và do đó

τm,n → 0 trong L1 khi m ∨ n → ∞. (2.55)

Từ (2.55) và bổ đề Toeplitz suy ra

1

2k/p2ℓ/p
E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=1

2ℓ+1−1∑
j=1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣
≤

k∑
u=0

ℓ∑
v=0

2(u+1)/p2(v+1)/p

2k/p2ℓ/p
Eτu,v → 0 khi k ∨ ℓ → ∞.

(2.56)
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Giả sử 2k ≤ m < 2k+1, 2ℓ ≤ n < 2ℓ+1, ta có

E

∣∣∣∣∣∣ 1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2k/p 2ℓ/p
E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=1

2ℓ+1−1∑
j=1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣+ I1 + I2 + I3,

(2.57)

trong đó

I1 =
1

(mn)1/p
E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=m+1

2ℓ+1−1∑
j=1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣ ,
I2 =

1

(mn)1/p
E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=1

2ℓ+1−1∑
j=n+1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣ ,
và

I3 =
1

(mn)1/p
E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=m+1

2ℓ+1−1∑
j=n+1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣ .
Với 2k ≤ m < 2k+1, 2ℓ ≤ n < 2ℓ+1, ta có

I3 ≤
1

(mn)1/p

√√√√√E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=m+1

2ℓ+1−1∑
j=n+1

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C

(mn)1/p

√√√√2k+1−1∑
i=m+1

2ℓ+1−1∑
j=n+1

EY 2
i,j

(do Bổ đề 1.2.10)

≤ C

(mn)1/p

√√√√√2k+1−1∑
i=2k+1

2ℓ+1−1∑
j=2ℓ+1

EY 2
i,j ≤ C

√√√√ ∞∑
i=2k

∞∑
j=2ℓ

EY 2
i,j

(ij)2/p

→ 0 khi k ∨ ℓ → ∞ (do (2.54)),

(2.58)
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và

I1 ≤
1

(mn)1/p

ℓ∑
h=0

E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=m+1

2h+1−1∑
j=2h

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

(mn)1/p

ℓ∑
h=0

√√√√√E

∣∣∣∣∣∣
2k+1−1∑
i=m+1

2h+1−1∑
j=2h

(Yi,j − EYi,j)

∣∣∣∣∣∣
2

(do Bổ đề 1.2.10)

≤ C

(mn)1/p

ℓ∑
h=0

√√√√√2k+1−1∑
i=m+1

2h+1−1∑
j=2h

EY 2
i,j

≤ C2−ℓ/p
ℓ∑

h=0

2h/p

2(h+1)/p 2(k+1)/p

√√√√√2k+1−1∑
i=m+1

2h+1−1∑
j=2h

EY 2
i,j

≤ C2−ℓ/p
ℓ∑

h=0

2h/p

√√√√√2k+1−1∑
i=m+1

2h+1−1∑
j=2h

EY 2
i,j

(ij)2/p

≤ C2−ℓ/p
ℓ∑

h=0

2h/p

√√√√ ∞∑
i=2k

∞∑
j=2h

EY 2
i,j

(ij)2/p

→ 0 khi k ∨ ℓ → ∞ (do (2.54) và Bổ đề 1.1.7),

(2.59)

áp dụng thuật toán tương tự như trong (2.59), ta chứng minh được

I2 ≤ C2−k/p
k∑

h=0

2h/p

√√√√ ∞∑
i=2h

∞∑
j=2ℓ

EY 2
i,j

(ij)2/p
→ 0 khi k ∨ ℓ → ∞, (2.60)

Kết hợp (2.56)–(2.60) ta suy ra

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

(Yi,j − EYi,j) → 0 trong L1 khi m ∨ n → ∞. (2.61)

Với m ≥ 1, n ≥ 1,

E|Zm,n − EZm,n| ≤ 2E|Zm,n|
≤ 2(mn)1/pP(|Xm,n| > (mn)1/p) + 2E(|Xm,n|1(|Xm,n| > (mn)1/p))

≤ 4E(|Xm,n|1(|Xm,n| > (mn)1/p)) ≤ 4E(|X|1(|X| > (mn)1/p))

(do (1.17)).

(2.62)
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Kết hợp (2.52) và (2.62), ta có

∞∑
m=1

∞∑
n=1

E|Zm,n − EZm,n|
(mn)1/p

< ∞.

Từ bổ đề Kronecker ta suy ra

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

(Zi,j − EZi,j) → 0 trong L1 khi m ∨ n → ∞. (2.63)

Kết hợp (2.61) và (2.63) ta suy ra (2.51).

Ví dụ sau đây minh hoạ cho Định lý 2.3.1.

Ví dụ 2.3.2. Giả sử 1 < p < 2 và giả sử {Ym,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng

kép các biến ngẫu nhiên 0-phụ thuộc âm đôi một, cùng phân phối, không

suy biến thoả mãn

E(|Y1|p log |Y1|) < ∞.

Đặt

Xi,j = Yi−2k+1,j−2l+1, 2k ≤ i < 2k+1, 2ℓ ≤ j < 2ℓ+1, k ≥ 0, ℓ ≥ 0.

Khi đó {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là mảng kép các biến ngẫu nhiên 0-phụ

thuộc âm đôi một theo khối nhưng không là M -phụ thuộc âm đôi một với

mọi số nguyên dương M . Áp dụng Định lý 2.3.1, ta suy ra

1

(mn)1/p

m∑
i=1

n∑
j=1

(Xi,j − EXi,j) → 0 trong L1 khi m ∨ n → ∞.

Vì {Xm,n,m ≥ 1, n ≥ 1} là không độc lập đôi một nên chúng ta không

thể áp dụng Định lý 2.5 của Hong và Hwang [3].
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KẾT LUẬN - KIẾN NGHỊ

Kết quả đã đạt được:

- Xây dựng luật mạnh số lớn dạng Loève cho mảng kép các biến ngẫu

nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối. Kết quả thu được là Định lý

2.1.3, Định lý 2.1.4 và Định lý 2.1.8.

- Xây dựng luật mạnh số lớn dạng Marcinkiewicz–Zygmund cho mảng

kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc âm đôi một theo khối. Kết quả thu

được là Định lý 2.2.2.

- Xây dựng kết quả hội tụ trong L1 cho tổng kép các biến ngẫu nhiên

M -phụ thuộc âm đôi một theo khối. Kết quả thu được là Định lý 2.3.1.

Hướng phát triển:

- Xây dựng luật mạnh số lớn dạng Loève và luật mạnh số lớn dạng

Marcinkiewicz–Zygmund cho mảng kép các biến ngẫu nhiên M -phụ thuộc

âm đôi một theo khối đối với các khối bất kỳ và mở rộng sang phần tử

ngẫu nhiên nhận giá trị không gian Hilbert.

- Xây dựng kết quả hội tụ trong L1 cho tổng kép các biến ngẫu nhiên

M -phụ thuộc âm đôi một theo khối đối với các khối bất kỳ và mở rộng

sang phần tử ngẫu nhiên nhận giá trị không gian Hilbert.
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