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BANG KY HIEU VA CHU VIET TAT

N Tap hop cac sb tu nhién

R Tap hop céc sb thuc

(Q, F,P) Khong gian xac suat day da

EX Ky vong ciia bién ngau nhién X

Var X Phuong sai cia bién ngau nhién X
mVn Gia tri 16n nhat cua hai s6 thuc m va n
mAn Gia tri nho nhat cta hai s6 thuc m va n
log x Logarit co s6 2 clia x V 2

1(A) Ham chi tiéu ctia tap hop A

h.c.c. Hau chiac chan

O Két thic chitng minh

tr. 4 Trang thi ¢ trong tai lieu duge trich dan
C Ki hiéu cho mot hang sé duong va c6 thé khong giéng

nhau ¢ mdi lan xuat hién
] S6 nguyén 16n nhat nhé hon hodc bang x

d(k) S6 cac ude nguyen duong ciia s6 nguyéen k.

ii



THONG TIN KET QUA NGHIEN CUU

Luat manh s6 16n cho mang kép cac bién ngau nhién va sy hoi tu theo
trung binh clia tong kép cac bién ngdu nhién duge nghién citu bdéi nhicu
tac gid. Rat gan day, T va cac cong su [14] da gidi thieu khai niem M-
phu thuoc am doi mot clia mang kép cac bién ngau nhién va xay dung két
qua veé su hoi tu theo trung binh cho mang kép cidc ngau nhién M-phu
thuoc am doi mot. Trong deé tai nay, chiing toi gidi thieu khai niem M-phu
thuoc am doi mot theo khéi clia mang kép cac bién bién ngau nhién va xay
dung luat manh s6 16n dang Loéve, luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—
Zygmund cho méang kép cac bién bién ngau nhién M-phu thuoc am doi
mot theo khéi, xay dung su hoi tu trong L! ctia tong kép cac bién ngiu
nhién M-phu thudc am doi mot theo khéi, dua ra mot s6 vi du dé minh
hoa cho cac két qua dat duce. Két qua luat manh s6 16n dang Loeve va
luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—Zygmund cho mang kép cac bién
bién ngau nhien M-phu thuoc am doi mot theo khéi van 14 mdéi ngay ca
khi xét cho mang kép cac bién ngau nhién doc lap doi mot. Két qua ve su
hoi tu trong L' cta tong kép cac bién ngdu nhien M-phu thudc am doi
mot theo khdi khi xét cho cac bién ngau nhién doc lap doi mot ta suy ra

Dinh 1y 2.5 ctia Hong v Hwang [3].
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MG DAU
1. Téng quan tinh hinh nghién cdu

Lich st ctia 1y thuyét xac suat 1a cau chuyén cia cic dinh 1y gi6i han.
Luat manh s6 16n va st hoi tu theo trung binh clia mang kép va mang
nhiéu chi s6 cac bién ngau nhién duge rat nhiéu cac nha toan hoc trong
va ngoai nuéc quan tam nghién ctu.

Luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—Zygmund cho mang kép céac bién
ngau nhieén doc lap doéi mot va su hoi tu theo trung binh ctia tong kép cac
bién ngau nhién doc lap doi mot duge nghien citu béi Hong va Hwang [3].
Két qua nay dudc md rong sang truong hop nhiéu chi sé béi Czerebak-
Mrozowicz va cic cong su [2]. Tuy nhién, cac két qua nay chua duge md
rong sang truong hop mang kép cac bién ngau nhién phu thuoc theo khoi.

Gan day, Anh [13] da thiét lap luat manh s6 16n dang Loeve cho day
cic bién ngau nhién m-phu thuoc am doi mot. Dén nay, luat manh s6 16n
dang Loeéve chua duge xay dung cho mang kép cic bién ngau nhién doc
lap doi mot.

Do do6, viéc mé rong céc két qua cud Hong va Hwang [3] cho mang kép
cidc phan t ngau nhién phu thuoc theo khéi va viéc xay dung luat manh
s6 16n Loeve cho mang kép cac bién ngau nhién phu thuoc theo khoi sé
cho chiing ta cac két qua mdi c6 ¥ nghia khoa hoc.

2. Tinh cp thiét

Su hoi tu clia tong cac bién ngau nhién c6 nhiéu tng dung trong théng
ke, toan kinh té, khoa hoc tu nhién va nhiéu linh vuc khac. Vi vay, viéc
nghién cttu su hoi tu clia tong cac bién ngdu nhién khong chi ¢6 ¥ nghia
Iy thuyét ma con c6 ¥ nghia thyc tién.

Céc két qua co dién vé su hoi tu clia tong cac bién ngdu nhién thudng
duge nghién ctu trén cic bién ngau nhién doc lap, doc lap doi mot. Tuy
nhién, tinh doc lap, doc lap doi mot 1a cac tinh chat manh, khé théa man.
Céc hién tuong ngau nhién xay ra trong thuyc tién thuong phu thudc lan
nhau. Do d6, ching ta phai tim hiéu, nghién ctu cac kiéu phu thuoc khac
nhau, dic biét 1a cac kiéu phu thuoc theo khéi dé phit hop véi nhitng bai
toan tng dung trong thuc té nhu: phu thuoc martingales theo khdi, lien
két am theo khdi, phu thuoc am theo khéi, phu thudoc am doéi mot theo
khoi,...

Logic tu nhién ciia st phat trien cac dinh 1y giéi han trong 1y thuyét
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xac suat da dan dén nhiéu két qua tong quat hon cac két qua co dién. Hai
trong nhitng huéng tong quat do la:

i) Tt cac két qua da co doéi véi day md rong sang cac két qua doi véi
méang kép. DA6i véi cau tric nhiéu chi s6, quan hé thi ty thong thuong trén
tap cac chi s6 khong c6 tinh chat tuyén tinh. Vi vay, khi md rong cac dinh
1y gi6i han tit truong hop day mot chi s6 sang truong hop mang nhiéu chi
s6 ching ta sé gap nhiéu khoé khan hon.

ii) T cac két qua da c6 ddi véi méang kép phu thuoc thong thuong md
rong sang cac két qua doi véi mang kép phu thuoc theo khoi. Déi véi su
phu thuoc theo khéi, cau ttc phu thuoc chi c6 trong ting khoéi. Vi vay,
khi md rong két qua tit truong hop phu thuoc thong thuong sang truong
hop phu theo khdi thi ta khong 4p dung duge phuong phap chitng minh
két qua ctia trudng hop phu thuoc thong thusng dé xay dung két qua cho
truong hop phu thuoc theo khoi.

Do d6, ching t6i chon nghién cttu dé tai “Suw hoi tu ctia tong kép cac
bién ngau nhién phu thuoc theo khoi”.

3. Muc tiéu nghién ciru

- Xay dung luat manh s6 16n dang Loeéve cho méang kép cac bién ngau
nhién phu thuoc theo khoi.

- Xay dung luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—Zygmund cho mang
kép cac bién ngau nhién phu thuoc theo khéi.

- Xay dung su hoi tu theo trung binh cho tong kép cac bién ngau nhién
phu thuoc theo khoi.

4. D6i tuogng nghién citu

Mang kép cac ngau nhién, phu thuoc theo khoi.
5. Pham vi nghién ciru

Luat manh s6 16n, sy hoi tu theo trung binh.
6. Cach tiép can va phuong phap nghién citu

Cach tiép can: Ly thuyét.

Phuong phap nghién cttu: Phan tich cac két qua da dat ducce, tit d6
van dung cac ki thuat, két qua da dat dudc vao mo hinh tuong tu hoic
mo hinh téng quat hon.



Chuong 1
CO SO LY THUYET

1.1. SU HOI TU CUA MANG KEP CAC BIEN NGAU NHIEN

Truée hét ching toi trinh bay dinh nghia cidc dang hoi tu clia mang kép
cac sbd thuec.

Dinh nghia 1.1.1. ([9]) Cho {ay,,, m > 1,n > 1} 1a méng cac so thuc.
(i) Mang {amn,m > 1,n > 1} dude goi 1a hoi tu dén a € R khi
mV n — 0o néu véi moi € > 0 ton tai N € N sao cho v6i moi m,n € N
ma mVn > N thi
| —al <e.
Khi dé6, ta ki hiéu mvlinxgoo amn = @ hodc ay,, — a khi mV n — oo.

(i) Mang {amn,m > 1,n > 1} dude goi 1a tién ra 0o khi m V n — oo
néu véi moi M > 0ton tai N € N sao cho v6i moi m,n € NmamVn > N
thi

. > M.

Khi dé, ta ki hieu lim a,,, = oo hoic a,,, — oo khi m V n — oc.
mvVn— oo ’ ’

Trong cac dinh nghia trén, néu ta thay m Vn — oo bdi m An — oo
thi ta thu dugc cac dang hoi tu khi m A n — oo.

Tiép theo, chung toi gidi thiéu dinh nghia sy hoi tu ciia chudi hai chi s6

cac s6 thyc khong am.

Dinh nghia 1.1.2. ([9]) Gid st {amn, m > 1,n > 1} 1a mang céc s thuc
khong am. Khi do, ta noi

Ki hiéu



Bo dé 1.1.3. ([9]) Gid stt {amn,m > 1,n > 1} la mdng cdc s6 thuc khong

am thod man

Khi do

Bo dé sau day 1a mot phién ban mang kép ctia Bo dé 2.3 trong [11].

Bo dé 1.1.4. Gid st {by,m > 1,n > 1} la mdng kép cdc s6 thue duong

thod man
lim b,,, = (1.1)
mvyn—o0 ’
va
bij <bpg vdi moit <k,j <UL (1.2)
Gid st {amn, m > 1,n > 1} la mdng cdc s6 thuc khong am thod man
. Amm
B B )
Khi dé
ki{vllaf}in Pt
lim —— = 0. (1.4)
m\Vn—o00 bm,n

Chiing minh. Lay € > 0 bat ky. Tt (1.3]) suy ra ton tai s6 nguyén ny > 1

thod man

a ) . .
T <~ y6i moi mVn > ng. (1.5)
bnn 2
Dit a = max agy < 0o. Tu (1.1) ta suy ra ton tai s nguyén ng > ny
k<n1,€<n1 ’
thoa man
a e ..
< — v6l moi mV n > no. (1.6)
bnn 2
V6i m vV n > no, ta co
max agy max QA ¢ max Q¢
k<m/f<n < E<m<n,kVl<n; E<m<n,kVi>n;
bm,n N bmm bm,n
a aw
< Lt max B (o (L)

bm,n kvEzny bk,é

E: N
5t (do (L.5) va (L.6))
€

A
DO ™

Y

do do ta suy ra (|1.4]). ]



Hai bo dé tiép theo 1a cac két qua thudng dudgc ap dung dé xay dung tinh
chéat vé sy hai tu clia mang kép cac bién ngau nhién. D6 1a bo dé Toeplitz
cho méang kép trong Stadtmiiller va Thanh [12] va bo dé Kronecker cho
mang kép trong [7].

Bo dé 1.1.5 ([12], B6 dé Toeplitz cho mang kép). Cho {amnij, 1 < i <
m+1,1<j<n+1,m>1,n>1} la mdng cic hang sé6 duong sao cho

m+1 n+1

sup E E Amnij S C
m>1n>1 "2 T
1=1 j=1

Im  appij = 0 vdi moii,j co dinh.
m\Vn—o0

Néu {xmn,m > 1,n > 1} la mdng hai chi s6 cdac hang so thuc théa man

lim x,,, =0,
mVn—o0o ’

thi
m+1 n+1

lim E E AmnijLij = 0.
mVn—oo

i=1 j=1

Bo dé 1.1.6 ([7], B6 dé Kronecker cho mang kép). Gid st {,,, m >
1,n > 1} la mdng cdc so thuc khong am va {by,n,m > 1,n > 1} la mdng
cdc 50 thuc duong théa man cdic dieu kién sau:

i) bij < by vdi moit <m, j<n,

i) bis1,j+1 — bit1; — bijp1 + bij 6 dau khong doi véi moii > 1, j > 1,

193) by — 00 khi m V n — oo.

Néu
(0] (0 ¢) T
Z?
2.0 <
i=1 j=1 "l
thi

1 m n

Zin,j—)Okhim\/n—)oo.

b
M i=1 j=1

Tiép theo chiing téi trinh bay va chitng minh mot phién ban ctia bo dé
Toeplitz. Két qua nay déng vai trdo quan trong trong viéc xay dung két
qua trong muc 2.3.



Bo dé 1.1.7. Gid st a > 1, va gid st {wge, k > 0,4 > 0} la mdng cdc s6
thuc khong am thoa man

i = 0. 1.7
o T (1.7)
Khi do .
1i -k Step =0, 1.
i o 2 9

Chiing minh. Lay € > 0 bat ky. Tt (1.7)) suy ra ton tai s nguyén ny > 1

thod man
e(a—1)

T < = V6 moi kV € > . (1.9)
a
Dat ys = sup x50 < 0o. Ta ¢6, ton tai sd nguyén ny > ny thod man
>0
ny— 1
-k Z a’ys < = VOl moi k > no. (1.10)

Dé chitng minh ((1.8), chiing ta sé chf ra ring v6i moi k V £ > no,

k
a*kZasx&g <e€ (1.11)
5=0
Néu k > ng, thi tur (1.9) va (1.10) ta suy ra
ny— 1
*kZa Tsp=a Zamsg+a Zamsg
S=nNq
] a—l
S
S=MN1
_ € N 8
— — = £
2 2
tir d6 ta suy ra (1.11]).
Néu ¢ > ng, thi tur (1.9)) ta suy ra
k k
ela—1 €
a* Zasa:&g <a* Zas % < 2
s=0 5=0 a
tir do ta suy ra ((1.11]). ]

Dinh nghia sau day, ching toi trinh bay cac dang hoi tu hau chic chan,
hoi tu theo xac suat, hoi tu day di, hoi tu theo trung binh clia mang cac

bién ngau nhieén.



Dinh nghia 1.1.8. ([9])
(i) Méang cac bién ngau nhien {X,,,,m > 1,n > 1} duge goi 1a hoi tu
hau chdc chdn dén bién ngau nhiéen X khi m V n — oo néu

P( lim [Xpn— X|=0) = 1.

m\Vn—o0

Khi d6, ta ki hieu X,,,—X h.c.c. khi mVn — oo, hay lim X,,, =

m\Vn—o00
X h.c.c.

(ii) Mang céc bién ngau nhien {X,, ,,m > 1,n > 1} duge goi la hoi tu
theo zdc suat dén bién ngau nhién X khi m V n — oo néu véi moi € > 0
ta co

lim P(| Xy, — X|>¢) = 0.

mVn—oo
Khi d6, ta ki hisu X,,,, —> X khi m V n — oo.

(iii) Gid st p > 0. Mang cac bién ngau nhien { X, ,,m > 1,n > 1} duge
goi 1 hoi tu theo trung binh cap p dén bién ngau nhien X khi mVn — oo
néu

im E|X.,. — X|" =0.

m\Vn—o0

Khi do, ta ki hieu X,, ,—X trong L” khi m V n — oo.

Meénh dé sau day néu lén tiéu chuan cta sy hoi tu hau chic chin cla
mang cac bién ngau nhién. Phép chitng minh ctia ménh dé hoan toan tuong
tu nhu truong hop day mot chi sé.

Meénh dé 1.1.9. Gid st {X, X0, m = 1,n > 1} la mdng cdc bién ngau
nhién. Khi do X,,, — X h.c.c. khi m V n — oo khi va chi khi vdi mos
e >0, ta co

lim P( sup | X, — X|>¢)=0.

k—=oo  mvn>k

Tt dinh nghia vé cac dang hoi tu clia mang cac bién ngau nhién va tieu

chuan ctia su hoi tu hau chic chin, bat ding thitc Markov,... ta c6 thé
chitng minh cac mdi quan hé gitta cac dang hoi tu d6 nhu sau.

Nhan xét 1.1.10.
(i) Néu X, ,—X h.c.c. khi mVn — 0o thi X,,,,, — X khimVn — co.

(i) Néu X,,,—X trong L’ khi m V n — oo thi X,,, £ X khi
mV n — oo.



Bo6 dé sau day la phién ban ctia bo dé Borel-Cantelli cho mang kép.

Bo dé 1.1.11. (B dé Borel-Cantelli cho mang kép)
Gid st {Apmn,m > 1,n > 1} la mdng cdc bién co. Dat

limsup A,, ,, = ﬁ U Ao,

k=1 mvVn>k
(0.0]
liminf A,, , = U ﬂ A
k=1 mvn>k
Khi dé ta c6 cic khang dinh sau:
(i) Néu
o0 (0]
Z z P(A < 00,
m=1 n=1
thi

P(limsup A, ) = 0.
(i) Néu {Apn,m > 1,n > 1} la mdng cdc bién co théa man
P(AkoAmn) < P(Ape) P(Apn) vdi moi (k,0) # (m,n)
va

P(A,.n) = o0,

Mg

00
m=1 n=1

thi
P(limsup A,,,) = 1.

(1.12)

Ching minh. (i) Dat By = |J Apmn véimoi k > 1. Khi d6 {By, k > 1}

mVn>k
la day giam nén theo tinh lién tuc cua xac suat, ta co

0 <P(limsupA4,,,) =P (ﬁ U Am,n>

k=1mvn>k

- AE&P( U Amm)



(i) Dt Ipp = 1(Apy),m > 1,n > 1. Khi do, ta c6

]E]m,n — ]P)(Am,n) )

Var (I,) = EL, ,, — (ELn,)? = P(Ayn) (1= P(Ay,)),
va
E(]]ﬁg]m’n) S ]E]k:,lEIm,n vl in (]C,f) 7& (m, n)

Nhu vay, dé ching minh b6 dé trén ta chi can ching minh ring néu
{Apmn,m >1,n> 1} 1a mang cac bién ¢6 thod man (1.12)) va

Z ZE([mm) = 00

m=1 n=1

(S5 )

m=1 n=1

Theo bat dang thiic Chebyshev, ta c6

m n

P ‘ Z Z ([i,j — E[i,j) ‘ > 1/22 ZP(AZ’J)

=1 j=1 =1 j=1
4Var (Z;il > i fm')
< 2
(Zm o P(As))
o AN X Var(ly)
— 2
(221 2?21 P(Ai,j))
4

< m n
B Zz‘=1 23:1 P(Ai,j)

— 0 khi m An — oo.

Do do, ta suy ra

iy P ‘ Z (i — El;j) ‘ > 1/22 ZP(ALJ‘) —0
i=1 j=1 prl
Diéu nay kéo theo
lim P> > Lyz1/2) ) PlAiy)| =1 (1.13)
mAn—00



B = >_) Li; >1/2) Y P(Ai)

i=1 j=1 i=1 j=1

Ap dung tinh lien tuc cta xac suét, tit (1.13) ta c6

P (ﬁ U Bm,n> = lim P( U Bm,n>

k=1 mAn>k mAn>k

(1.14)
> lim P(Bp,) = 1.

T mAn—oo

Mat khac, ta dé dang ching minh dugc

ﬁ U Bun ii[i,jzoo . (1.15)

k=1 mAn>k =1 j=1

Tir (T.14) va (T.15) ta c6

=1 j=1

(]
1.2. TiNH PHU THUOC CUA MANG KEP CAC BIEN NGAU NHIEN
Nam 1966, Lehmann [5] da phat bi¢u khai niém phu thuéc am nhu sau.

Dinh nghia 1.2.1 ([5]). Hai bién ngdu nhien X va Y dugc goi 1a phu

thuoc am néu

PX <z,Y <y) <P(X <2)PY <y) v6i moi z,y € R.

Nhan xét 1.2.2. Néu cac bién ngiu nhien X va Y doc lap thi X va Y
phu thuoc am. Tuy nhién, vi du sau day ching té rang ton tai cac bién
ngau nhién phy thudéc am nhung khong doc lap.

Xét khong gian xac suat (2, F,P), v6i Q = {1,2,3,4}, F = P(Q) va
A )
P(A) = % véi moi A € F. Lay B = {1,2},C = {2,3,4}. Khi do, 1(B)

va 1(C) 1a cac bién ngdu nhien phy thudoc am nhung khong doc lap.

Bo dé 1.2.3 ([5]). Gid stt X va'Y la hai bién ngdu nhién phu thuoc am,
f va g la hai ham tang (hodc hai ham gidm) tréen R. Khi do f(X) va g(Y)

phu thuoc am.



Tt B6 dé(1.2.3] ta dé dang thu dudc céc hé qua sau day.

Hé qua 1.2.4. Gid st X va 'Y la hai bién ngau nhién khd tich, phu thuoc
am. Khi d6 X —EX vaY — EY la hai bién ngau nhién phu thudc am.

Hé qua 1.2.5. Gid st X,Y la hai bién ngau nhién phu thudc am va
a,b,c,d la cic s6 thue théa man a < b, ¢ < d. Ddt

Xi=al(X <a)+ X1(a <X <)+ b1(X >b),

Yi=cl(Y <o)+ Y1(c <Y <d)+dL(Y > d).

Khi dé X, va Yy la hai bién ngau nhién phu thudc am.

Dinh nghia 1.2.6 ([5]). Ho cac bién ngau nhien {X,, A € A} dugc goi
1a phu thudc am doi mot néu v6i moi 4, 7 € A thod man 7 # j ta c6 X; va

X; phu thuoc am.

Nhan xét 1.2.7. Ho cac bién ngau nhién doc lap doi mot 1a mot ho cac

bién ngau nhién phu thuoc am doi mot.

Rat gan day, Tt va cac cong sy [14] da gi6i thieu khai niem M-phu

thuoc am doi mot clia mang kép cac bién ngau nhieén.

Dinh nghia 1.2.8 ([14]). Gia stt M 14 mot s6 nguyen khong am.
e Mot ho hitu han céc bién ngdu nhien {Xj1,...., X;,,} duge goi la
M -phu thuoc am doi mot néu thod man mot trong hai truong hgp sau:
i)ymvn<M+1,
i) mvVn > M+1vavéi (k—i)V(—j) > M tacé X, ; va X0 phu
thuoc am.
e Méng céac bién ngdu nhién {X,,,,,m > 1,n > 1} duge goi la M-phu
thuoc am doi mot néu véi méi m > 1,n > 1 ta ¢6 {X11,...., Xpun} 12

M-phu thudéc am doi mot.

Nhan xét 1.2.9. i) Mang cac bién ngau nhien {X,,,,m > 1,n > 1} 1a
phu thuoéc am doi mot khi va chi khi { X, ,,,m > 1,n > 1} la mang 0-phu
thudoc am doi mot.

ii) Néu mang {X,,,, m > 1,n > 1} cac bién ngau nhién phu thudoc am
doi mot thi {X,,,,m > 1,n > 1} 1a mang cac bién ngadu nhién M-phu

thudoc am doi mot véi moi s6 nguyen duong M.



Tt va cac cong su [14] da ching minh bat dang thiic moment dang

Bahr-Esseen cho mang kép cac bién ngau nhién M-phu thudc am doi mot.

Bo dé 1.2.10. [14, B6 d& 2.2] Cho 1 < p <2 v cho { Xy, m > 1,n >
1} la mang kép cac bién ngau nhién M-phu thuéc am doi mot thod mdn
EXn =0 va E| X" < 00 vdi moi m > 1,n > 1. Khi dé, ton tai hing

sO Cp.amr chi phu thuoc vao p va M thod man

p
E ZZXi’j §CP,MZZE|Xi7j]p,m21,n21.

i=1 j=1 i=1 j=1

Sau day ching toi gi6i thieu khai niem doc lap doi mot theo khdi, phu
thuoc am doi mot theo khdi clia mang kép cac bién ngau nhién.

Dinh nghia 1.2.11. i) Méang cac bién ngau nhién {X,,,, m > 1,n > 1}
dude goi 1a doc lap doi mot theo khoi néu v6i mdi k > 1, £ > 1, ho cac
bién ngau nhien {X;, ;, k=1 <j < 2F 271 < < 27} 1a doc lap doi mot.
ii) Mang cac bién ngau nhien {X,,,, m > 1,n > 1} dudc goi la phu
thuoc am doi mot theo khoi néu v6i mdi k > 1, £ > 1, ho céc bién ngau
nhién {Xm-, =1 < g < 2F 2l < < 2£} la phu thudéc am doéi mot.

Tiép theo, ching toi gi6i thieu khai niem M-phu thudc am doi mot theo
khdi ctia mang kép cac bién ngau nhién.
Dinh nghia 1.2.12. Méang cac bién ngau nhién {X,,,, m > 1,n > 1}
dudc goi 1a M -phu thuoc am doi mot theo khoi néu v6i moéi k > 1, £ > 1,
ho céc bién ngdu nhien {X;;, 281 <4 < 2F 2071 < < 2/} 1a M-phu

thuoc am doi mot.

Nhan xét 1.2.13. i) Mang kép céc bién ngau nhién doc 1ap doi mot theo
khéi 1a mang kép cac bién ngau nhién phu thuoc am doi mot theo khoi.

ii) Mang kép cac bién ngdu nhién phu thudoc am doi mot theo khoi l1a
mang kép cac bién ngau nhién M-phu thudoc am doi mot theo khdi véi moi
s6 nguyén khong am M.

1.3. TiNH BI CHAN NGAU NHIEN CUA MANG KEP CAC BIEN NGAU
NHIEN

Dinh nghia bi chan ngdu nhién sau day tong quat hon dinh nghia cling
phan phoi.

10



Dinh nghia 1.3.1. ([10]) Méang céc bién ngau nhién {X,,,,m > 1,n >
1} duge goi 1a bi chdn ngdu nhién bdi bién ngdu nhien X néu ton tai hang

s6 C sao cho v6i moi t > 0 va v6i moi m > 1,n > 1, ta co

P(| Xpmn >t) < P(|X] > t).

Nhan xét 1.3.2. Mang céc bién ngdu nhién {X,,,,,m > 1,n > 1} cung
phan phoi thi bi chdn ngdu nhién bdéi bién ngau nhien X ;.

Chu y 1.3.3. Nhiéu tac gia dinh nghia {X), A\ € A} bi chan ngau nhién
bdi bién ngau nhién Y néu

supP{|X)| >t} < CP{|Y| >t} véi moit >0 (1.16)
AeA

trong d6 C' 1a hang s6 duong.
Ngoai ra, Rosalsky va Thanh [10] da chi ra rang hai cach dinh ngia trén
la tuwong duong.

Bo dé sau day dung dé thiét lap su hoi tu clia mang kép céac bién ngiu
nhién {X,,,,,m > 1,n > 1} bi chan ngan nhién béi bién ngdu nhién X.

Ménh dé 1.3.4. Néu mdng cdc bién ngdu nhién { X, ,,m > 1,n > 1} bi
chdn ngau nhién bdi bién ngau nhién X, thi vdi moip > 0 va t > 0,

sup  E(|Xonn["1(| Xma| > 1)) < E(IX["L([X] > 1)), (1.17)

m>1,n>1

sup  E(| X n["1([ Xma| < 1)) < E(XPL(X] < 1)) + "P(1X] > 1).

m>1,n>1

(1.18)
Ching minh. V6im > 1, n > 1 ta co

E(|Xomn["1(| Xomn| > 1))
_ p/xp—lp(|xm,n|1(|xm,n| > 1) > 7) du
0

(0. ¢]

p/xp_1P(|Xm’n| > t) dx

4
00

Sp/xp_1P(|X| > x) dx

n

11



p/xp POX11(|X]| > t) > 2) do

E(|X]1([X] > 1)),

va

E(1 Xl 1([ Xinn| < 1))
:p/xp_l]P’(l(\Xm,n\ <t)>uzx)dx

0
t

_ p/xp—lpqu,nu(wm,ny <t)>a) de
0

o~

< p/xp_l]P’(|Xm’n| > x)dx

0
t

< p/xp_l]P(|X| > x)dx

0
t

t
- p/xp_1P(|X|1(|X| <t)>z)de +p/:1:p_1IP’(]X]1(]X| > 1) > 2)do
0 0

t
E(|X[P1(|X] < t)) +p/:19p P(|X| > t) dz
0

= B(XPL(IX] < 1)) + "P(]X]| > 1).
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Chuong 2
SU HOI TU CUA TONG KEP CAC BIEN NGAU NHIEN
PHU THUOC THEO KHOI

2.1. LUAT MANH SO LGN LOEVE CHO MANG KEP CAC BIEN NGAU
NHIEN PHU THUOC THEO KHOI

Trong muc nay chiing toi trinh bay luat manh s6 16n dang Loéve cho méang
kép céc bién ngau nhién M-phy thudoc am doi mot theo khéi. Trong trudng
hgp mot chi s6 da duge trinh bay trong Anh [13] v6i trong s6 tong quat.

Gia st { X}, m > 1,n > 1} 1a mang cic bién ngau nhién. Vi m > 1,

n > 1, dat
Sm,n = Z ZXi,j-

i=1 j=1

Ap dung B6 dé|1.1.4]ta dé dang ching minh duge két qua sau.

Bo dé 2.1.1. Gid st {byn,m > 1,n > 1} la mdng cdic so thuc duong
thoan man

lim by, = o0
m\Vn—o0

bij < bpe voi moii < k,j </

Néu { Xy, m > 1,n > 1} la mdng cdc bién ngdu nhién thod man

. Sm,n
lim —— =0 h.c.c.,
mVn—o00 bm n

tha

, 1
lim max |Sks =0 h.c.c.
mVn—oo m,n k<m/<n ’

Két hop Bo dé(1.2.10{va Dinh 1y 3 ctia Méricz [6] ta c6 bd dé sau day. D6
1a mot dang bat dang Rademacher-Menshov tong quét cho tong kép cac
bién ngau nhien M-phu thuéc am doi mot. Bo nay dung dé ching minh
cac két qua chinh trong muc 1 va muc 2.

Bo dé 2.1.2. Cho 1 < p < 2. Gid stt { X0, m > 1,n > 1} la mdng cdc

bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot, ky wvong 0 thod man

13



E|XaP < 0o vdi moi m > 1,n > 1. Khi dé ton tai hing so C chi
phu thuoc vao M wva p sao cho vdi moim > 1, n > 1 ta co

p
k 14 m n
p P
max. ZZX < C(logmlogn) ZZE‘XW| :
1</<n |i=1 j=1 i=1 j=1

Két qua sau day 1a luat manh s6 16n dang Loeve cho mang kép céc
bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khéi véi trong s6 (m®n?)
(a>0,6>0).

Dinh ly 2.1.3. Gid st o > 0,8 > 0 va gid st {Xpn, m > 1,n > 1} la
mdng cdc bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khoi, ky vong 0.

Néu
E| X0 ™ (1 1
>0 3 Bl o mlog )" 2
m=1 n=1 ’ITL n )mn
vorl <rp, <2, m>1n>1,th
1
lim max |Sge| =0 h.c.c. (2.2)

mVn—soo mnbB k<m,f<n
Chiing minh. V6im > 1,n > 1,k > 0,¢ > 0, dat
b = mo‘nﬂ,
Yin = —bmal(Xmn < =bmn)+Xmn (| Xmn| < bmn) +0mnl(Xomn > bnn),

va

1
Tk,€ =77 Z Z i,j — i,j

bok+1 20+ 2’“<m<2’“rl Ay
2€<n<28+1 1=2 ] =2

Véim>1,n>1, taco

1
— K (X2 (|Xm,n| S bm,n)) + ]P)(|Xm,n| > bm,n)

b2
b7nn
2
= / 2P| X | > 7)d
m,n ,
. (2.3)
2
= /xrm,n ([ Xnnl > 2)d
m,n .
OR| X |
- b

14



Tu (2.1) va (2.3) suy ra

m=1 n=1 m=1 n=1
o0 ¢}
E| X n|mn 24
<0y P -
m=1 n=1 m,n
< 00,

0N

va

oo

= EY2 logmlog n)?
55

1
B (X2, 1( X < b)) + P([ X o] > bm,n>> (log m log n)?

m=
) <
m=1 n=1 m,n

o= E| X, 0| (log m log n)?
2) ) < 0. (2.5)
n=1

B
b

IA

m:l =

Cha § rang, {Yin — EY,, m > 1,n > 1} 1a mang céc bién ngau nhién
M-phu thuoc am doi mot theo khoi, ky vong 0. V6i k > 0,4 > 0, ta c6
2
1
2
ETI@,E =5 max Z Z ij — i,j )

2
b2k+1 24+1 2k <m<2ktl . f
’ 2€<n<2€+1 =2 _] =2

21€+1 12€+1 1

gi(longlong Z ZE i —EY;)

b2
2k+1’28+1 i 9k i 9t

(do B8 d&2

E i 1EY2 logzlog])

i=2k  j=2¢
Tu d6 va (2.5)) suy ra

i i ET,?’E < Q.

k=0 (=0
T d6 két hop v6i bat ding thic Markov bo dé Borel-Cantelli ta suy ra

lim 7}, =0 h.c.c. (2.6)

kVi— oo

15



Gia st 2F <m < 2M1 20 <n < 2041 ta 6

n

m
E : w i,j
m,n 1

1=1 j=
1 k 12 m n
< max Yy (Y, — EY;) (2.7)
b2k: 20 U< m<2utl
u=0 v=0 <2+l §=2u j=2v
k l
b2u+1 2v+1
S C g u,v-
b2k+1 2€+1

u=0 v=

Tu (2.6 - . va bo dé Toeplitz ta suy ra

lim
m\/n—>oo

Yii— ) =0 h.c.c. (2.8)
=1 j= 1

\/i]Evan:Ovéi moim > 1,n>1, taco

m=1 n=1
0 o0 1

<> Y <P(\Xm7n\ > byn) + b—\E(Xm,nl(\Xm,n\ < bm,n))\)
m=1 n=1 m,mn

00 00 1
= Z Z (P(‘Xmm‘ > bm,n) + b_‘E(Xm,nl(‘Xmml > bmm))‘)

m=1 n=1 m,n
o0 (0] 1
< 35 (Xl > ) + B X 1 Xona] > b))
m=1 n=1 m,n
(0. (0.¢] / 0
— ZZ (len| > bmn |Xm,n| >$) dx
m=1n=1 \
(0.] oo ( o0
<y 3 \2]P(|Xm,n| > ba) + g / P B (| X > @) da
m=1 n=1
< 305 (Xl > ) + E‘Xbm—)
m=1 n=1 m,n
<oy Bl g, @)
m=1 n=1 m,n

<00 (do (2.1)).
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Ap dung B6 dé Kronecker, ta c6

L o

M i=1 j=1

lim
mVn—o00 b

Két hop (2.4), (2.9)), (2.9) v& bo dé Borel-Cantelli ta suy ra

lim Sty

mVn—o0 b

Tu’dovaBodetasuyra. ]

Trong Dinh 1y 2.1.3] khi xét cho truong hop 7y, , =p véi 1 <p < 2 ta

—Ohcc

xay dung duge luat manh s6 16n dang Rademacher—Menshov (trudng hop
dic biet clia Luat manh s6 16n dang Loeve) véi trong s6 tong quat (a,,by,)

sau day.

Dinh ly 2.1.4. Gid st { X0, m > 1,n > 1} mdng cdc bién ngau nhién
M- phu thuéc am doi mot theo khoi, ky vong 0 va gid si {a,,n > 1} va
{by,m > 1} la hai day s6 duong khong gidm thod mdn

n b n
inf 2270 5 1, inf—= S 1, (2.10)
n>0 Q9n n>0 an
n bon
sup ot 00, Sup 2 < 0. (2.11)
n>0 QGgn n>0 ban
Néu
E|X (1 1
I e EZOEN) < o (212)
m=1n=1 )
trong do 1 < p <2, thi
1
lim max |Ss| =0 h.c.c. (2.13)

mVn—oo ambn k<m.,<n

Chiing minh. V6i k > 0, > 0, dat

1
Tk = max E E X .
’ (a2k+1 — a2k)<b2£+1 — b2€ 2k<TrL<2Ichl o

2€<n<2€+1 1= 2kj =2¢

Cha y rang {a,,n > 1} va {b,,n > 1} la cac day s6 duong khong giam.
Vé6i k> 0,0>0, taco

17



p

1
E|Tj P < C-—"——FE § E Xy
(a2k+1bge+1) 2"“<m<2kJrl
22<n<2£+1 1= 2k] 2£

(do (10))

2k:+1 12€+1 1
1

< C—(long“’logQﬁ Z Z E|X; ;|

(a,2k+1b2é+1) i—ok j= ot

(do Bd dé [2.1.2)

2k+1 12€+1 1

<C Z Z E|X; ;P (logilog j) -

i=2k = 20 (albj>

Két hop (2.12)) va (2.14), ta co6

iiE‘dep < sz E1X; ;P( log)z log j)?
b;

k=0 ¢=0 =1 j=1

Ap dung bat déng thic Markov va bd dé Borel-Cantelli, ta suy ra

lim T}, =0 h.c.c.

kVl—oo

Gia st 2F <m < 2M1 20 <n < 2641 ta 6

m,n| Z Z ma2u+1 Z Z Xi’j

a akbe 2U<m<
men 2702 u=0 v= 02“<ZL<2"+1 j=2u j=2v

< z’“: i (aguer — @) (bywss — bov) I

Aok bgz ’

Tu (2.11)) ta suy ra

Z Z (aguir — agu)(bguvtr — bav) < O v6imoi k>0,0>0.

=0 =0 azkaK

Két hop (2.15)(2.17) va bo dé Toeplitz ta suy ra

lim M =0 h.c.c.

mVn—o0 ambn

Tit (2.18) va Bo dé ta suy ra (2.13).
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Hé qua 2.1.5. Gid st { X0, m > 1,n > 1} la mdng cdc bién ngdu nhién
M- phu thuéc am doi mot theo khoi. Néu vdi moim > 1, n > 1, ta cé

(mn)P~!

E|X,, [P <C 2.19

[Kmal” < (log mlogn)rte+t (2.19)
trong do 1 <p<2.¢e>0, th
1

lim — max [Sks =0 h.c.c. (2.20)

mvn—oo mn k<mJt<n

Chaing minh. Tt (2.19) ta suy ra
E| X0 /P (logmlogn)?
<C <
Z Z (mn)P Z Z m(log m) 1+5n(log )i+ o0

m=1 n=1 m=1 n=1

Ap dung Dinh Iy [2.1.4] ta suy ra (2.20). O

Vi du sau day chi ra ring trong Dinh 1y [2.1.4] ching ta khong thé thay
thé diéu kien (2.12) bdi dieu kien
E| X n|P(logmlogn)P

= 0.

.
m\/}zrgoo (ambn)p

Vi du 2.1.6. Gia st {X,,,, m > 1, n > 1} 1a mang céc bién ngdu nhien

doc lap c6 cﬁng phan phéi chuan hoa. Ta c¢6

oo

E\an\ (log log > log? log
= 00

9

Cha ¥ rang, v6im > 1, n > 1 ta c6

1/2n1/QZZXU )

i=1 j=1
Tuy nhién, ta cé
E| X, 0)*(logmlogn)?  log”mlog®n
(m12ni/2)2 mn

< log*(mn)

— 0 khi mVn— oo.
mn

[]

Vi du tiép theo chi ra ring trong Dinh 1y [2.1.4] ching ta khong thé thay
thé diéu kien (2.12) bdi dieéu kien

>y Bl

m=1 n=1
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Vi du 2.1.7. Csorgd, Tandori va Totik [I] da chi ra rang ton tai day cac
bién ngau nhién {X,, n > 1} thod man

“ EX?
> <o
n
n=1
nhung
, 1S, — ES,,|
lim sup — = o0 h.c.c.
n—00 n
Dat

X,—EX, ntum=1
an:

)

0 néum > 1.

Khi d6 {X,,,, m > 1,n > 1} 1a mang cac bién ngau nhién doc lap doi

mot, ky vong 0 thoa man

&=

= Ex2,
ZZ(mn52<OO’

m=1 n=1

nhung

‘Sl,n‘

lim sup = o0 h.c.c.

n—00 n

do d6 ([2.13)) khong dang véi a,,, = m, b, = n.
Trong Dinh 1y [2.1.4, khi thay thé (2.12) béi dieu kien
o0 (0.0]
E|X P

>SS Tal <o

m=1n=1 (ambn)p
ta ching minh dugc két qua sau day.
Dinh ly 2.1.8. Gid st {X,, m > 1,n > 1} la mdng cdc bién ngau

nhién M -phu thudéc am doi mot theo khoi, ky vong 0 va gid st {a,,n > 1}

va {by,n > 1} la hai day so duong khong giam thod man (2.10) va (2.11)).
Néu

i i w < 00 (2.21)
m=1 n=1 (ambn)p
trong do 1 < p <2, thi
1
lim max |Ss| =0 h.c.c. (2.22)

mvn—oo b, log mlogn k<m.(<n
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Chiing minh. V6i k > 0,0 > 0, dit

1
- X,
T (an‘H - an)(b2Z+1 — bQE) log ok 10g ol 2k<m<2k+1 Z Z 0]

2 < p<2t+l i=2k j=2¢

Chu y rang {a,,n > 1} va {b,,n > 1} 1a céc day s6 duong khong giam.
Vé6i k> 0,0 >0, ta c6

1
E e X;
Tl < (@gr+1bge+1)P(log 2% log 25) o Z Z "

2k<m<2k+1
2€<n<2€+1 1= 2kj 26

(do (2.10))

2k+1 12Z+1 1

<c Y R (2.23)

a k+1b e+1
2 2 1=2k  j=2¢

(do B6 dé

2k+1 12/+1 1

DD Elj”

i=2k  j=2¢

Két hop (2.21)) va (2.23)), ta c6

oo 0.9} (e.¢] (e.¢] E X,L
>3 e <033 Pl

k=0 (=0 i=1 j=1

< OQ.

Ap dung bat ding thic Markov va b dé Borel-Cantelli ta suy ra
h.c

kVl—o00 ke ( )
G1é862k<m<2k 1,2€<n<2€ 1,tacé

[Simnl

a,b, logmlogn

- CLkaQé log 2k log 2¢ Z Z 2"3}1?2(““ Z Z Xig (2.25)

=0 v= 02”<n<2“+1 =2 j=2v

kL
a2u+1 - a2u (b2v+1 - va)
<020
=0 v CLkaQZ

Két hop (2.17), (2.24), (2.25) va bd dé Toeplitz ta suy ra

im
mvn—oo @, by, log mlogn

TfJ.’VéBéde-tasuyra . []
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2.2. LUAT MANH SO LGN MARCINKIEWICZ-ZYGMUND CHO MANG
KEP CAC BIEN NGAU NHIEN PHU THUOC THEO KHOI

Luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—Zygmund cho mang kép cac bién
ngau nhién doc lap doi mot dude nghién citu dau tien béi Hong va Hwang
[3]. Két qua nay duge md rong dén méang nhiéu chi sé6 bdi Czerebak-
Mrozowicz va cac cong su [2]. Gia st 1 < p < 2. Trong [2], 8], cac tac
gid da chitng minh rang v6i mot mang cac bién ngau nhién doc lap doi

mot {X,,n,m > 1,n > 1} bi chan ngdu nhién béi bién ngdu nhien X,

dieu kien
E(|X[Plog® | X]) < oo
suy ra
TS (X —EX;
lim 2oz 221 (Xig J) =0 h.c.c. (2.27)
mVn—o00 (mn)l/P

Trong [2), 3], cac tac gia da st dung danh gia sau trong ching minh (xem
[2, dong -3 trang 136] va [3, dong 3 trang 175))

log(m)log(n) < C'log(mn) véi moi m > 1,n > 1, (2.28)
tuy nhién danh gia nay khong chinh xac. (2.28)) phai duge sita thanh
log(m)log(n) < C'log?(mn) v6i moi m > 1,n > 1. (2.29)

Néu ching t6i lam theo ching minh ctia [2, 3] va st dung (2.29) thay cho
(2.28)), ching toi can diéu kien
E(|X|?log” | X]|) < oo (2.30)
dé suy ra dudc luat manh s6 16n (2.27). Mot cau hoi tu nhien dat ra la lieu
c6 hay khong két qua trong [2, 3] dudi dieu kién yéu hon (2.30]). Trong dé
tai nay chung toi da st dung mot ki thuat hoan toan khac cac ky thuat
chiing minh trong [2, 3] dé chiing minh ring ([2.27) c6 duge dudi dicu kien
E(|X["log""|X]) < oo,

trong d6 1 < p < 2.

Khi xay dung két qua vé sy hoi tu cho mang kép cac bién ngiu nhién
ching ta can dung két qua sau.
Bo6 dé 2.2.1. Gid st d(k) la s6 cdc wdc nguyén dudng ciia s6 nguyén duong
k. Khi do, vdin > 1 ta co

z": d(k)log™ k _ Clog*“™n

kY nY—1

vdi moi y < 1,0 > 0, (2.31)
k=1
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d(k)log™ k Cl
Z (k) log” og_ vot moty > 1, € R, (2.32)
— kv nY—1
Chiing minh. Ta c6 (xem Klesov [4] tr. 434)),
Z d(k) ~ nlogn. (2.33)

Ap dung ([2-33)) va tinh téng theo timg phan ta c6 diéu phai ching minh.
]

Dinh Iy sau day la luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—Zygmund cho
mang kép cac bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khoi.
Dinh ly 2.2.2. Gid st 1 < p < 2 va gid st {Xpn, m > 1,n > 1} la
mdng cdc bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khoi, ky vong 0.

Néu { X, m > 1,n > 1} bi chan ngau nhién bdi bién ngau nhién X

thod man
E (| X[ log' ™ |X]) < oo, (2.34)
thi
mvlinrgoo WE;Z;XH—OMC (2.35)
=1
Ching minh. Dat
(3p)~2x!/P néu 0 < x < 8,

g(z) =

2YP(logz)™?  néuz > 8.
Khi d6 ¢(-) 1a ham tang ngat trén [0,00). V6im > 1,n > 1, dat
Yinn = —g(mn) (X < —g(mn)) + Xpyn1(| Xinn| < g(mn))
+ g(mn)H(Xpp > g(mn)).

Ta ¢co
3OS P(X] > gimn) = S d(R)P(IX] > (k)
m=1 n=1 k=1
=D d(k) Y P(g(t) < |X| < g(t+1))
k;ozol g (=k (2.36)
=" dlk)P(g(0) < |X| < gt + 1)
(=1 k=1

23



Chi ¥ rang,

lim log ¢
i
(—o0 log(£Y/r(log £)~

V6i ¢ dt 16n va véi w € (g(0) < | X| < gl +1)), taco

(9(£))"(log(g(£)))*+*
(log £)~(1+20) (log (£1/7(log £)~2))(1+2p)

7 P

llog(l) =

< C(g(0) 1og"(g(0)) (287
< C1X (w)[P(log | X (w)]) .
Tu , va, , ta co
P(| X mn)) < C + CE (| X|Plog™™ | X
m;; (|XT] > g(mn)) (1X["log" ™| X]) (2.3
< Q.
Ta co
N EX21(|X]| < g(mn
Z Z (\ . \m_ng( ))
m=1 n=1 g( )
o AREXP1(IX]| < g(k))
a ; g*(k)

= d(k)(log k)*
gcz I Z]EXQ (0—1) < |X]| < g(0) (2.39)

k=1

=C> > C@%’”Exmgw —1) < |X] < g(0)
/=1 k=l

<O 7P(log )R (X*1(g(0 — 1) < |X] < g(0))) .
/=1

V6i £ dt 16n va véi w € (g(f — 1) < | X| < g(£)), ta c6
(9(5))]”_2(10%( ()=
(Tog 027 (log (01/+(log £ B) (2
< C(g(0))~*log ™ (g(1))
< O1X (@)~ 1log™™ | X (w)].

Tir (231). [@39) va @10). ta o

EX”1( \X\ < g(mn)) oyl
ZZ o) < C + CE (|X[”log"*? | X)) o)

< Q.

01 =2/P(log 0)° =

(2.40)

m=1 n=1
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Tu (2.38) va (2.41)) ta suy ra

2 K E (Yo — EY)? log?(2m) log?(2n)
(mn)Q/p

E (Ym = IEYm n)

—_
3

(25
WE

m=

1

3
I}
S
[

WK
WE

P(| X.n| > g(m,n))>

- g*(mn)

3
&
3
I

EX*1( |X| < g(mn))

WK
WE

(E \an\ < g(mn)) N

+ 2P(| X | > g(m,n)))

=1 1

3
S
[

Chua y rang, {Yin —E(Y,,), m>1,n > 1} 1a méng cac bién ngau nhién
M-phuy thudoc am doi mot theo khoi, ky vong 0. T va Dinh Iy -
ta suy ra

m&}goo (mn) 1/;;22 i — ) =0 h.c.c. (2.42)

1=1 j=1
T ([2.39), ta co
Z ZP(Xm,n # Yiun) < Z ZP(‘Xm,n‘ > g(mn))

m=1n=1 m=1n=1

(2.43)

< Q.

Két hop (2.42), (2.43) va bo dé Borel-Cantelli ta suy ra dé chiing minh
(2.35]) ta chi can chiing minh

i G 2 DB = 240
i=1 j

Dé chiimg minh (2.44)), thit nhat ta xét truong hop p = 1. Tu EX,,,, =0
ta suy ra
EY, |
< g(mn)P(| Xmn| > g(mn)) 4 [E(Xpnn1(| X | < g(mn)))]
= g(mn)P(|Xpn| > g(mn)) + [E(Xnn1([Xnn| > g(mn)))]  (2.45)
< 2E| X5 [1(| X 0| = g(mn))
< 2E|X|1(|X| > g(mn)) v6i moi m > 1,n > 1.
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Tu (2.34) va (2.45)), ta c6

lim |EY,,.|=0.

m\Vn—o0

Do do,
1 m n
e o 2 2BV =0
i=1 j=1
Tiép theo, ta xét truong hop 1 < p < 2. Ta ¢6
5
1
m=1n=1 (mn) v

= |EY, .|
“— g(mn)

i f: E((X1(X] > g(mn)))

g(mn)

IA

I
—_

m

(2.46)

Vé6i ¢ du lén va véi w € (g(¢) < | X| < g(l+1)),
(9(£))P~'(log(g(£))) >
(108 0)- 71 (log 21/ {log /)220
< C(g(0))" " log ™ (g(0))
< O1X (w)[P~ (log | X (w)[) 2.
Tu ([2.34), va ta suy ra

>3 el < o4 cm (P 1og )

m=1 n=1

P (log 0)? =
(2.47)

< Q.

Ap dung b6 dé Kronecker ta suy ra (2.44)). O
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Ap dung B6 dé[2.1.1) va Dinh 1y 2.2.2/ ta ¢6 két qua sau day.

Heé qua 2.2.3. Gid st 1 < p < 2 va gid st { Xy, m > 1,n > 1} la mdng
cdc bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khoi, ky vong 0. Néu
{Xmn, m > 1,n > 1} bi chin ngdu nhién bdi bién ngdu nhién X thod

man (2.34) thi

k
1
B G 2085, | 2 2 o) =0 e

=1 j=1

Heé qua sau day 1a mot luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—Zygmund
cho mang kép cac bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khdi vdi

dieu kién monent bi chan déu.
Hé qua 2.2.4. Gid st 1 < p < 2 wa gid st { Xy, m > 1,n > 1} la mdng

cdc bién ngau nhién M -phu thudéc am doi mot theo khoi thod man

sup  E (| Xl (log | X ) (loglog | Xomn|)?) < . (2.48)

m>1,n>1

Khi do

k
1
o G 25, 2 D K| = O e (249

Chitng minh. Ap dung Meénh dé 3.2 ctia Dzung vh Thanh [8], tir (2:48) ta
suy ra ton tai bién ngau nhién X thod méan {Xmn, m>1n 2 1} bi chan

ngau nhién bdéi X va
E (|X[P(log | X|)**") < oo.

Do doé, ap dung Hé qua ta suy ra

1
B G 0055 | 2 2 s = O e
]

2.3. SU HOI TU THEO TRUNG BINH CHO TONG KEP CAC BIEN
NGAU NHIEN PHU THUOC THEO KHOI

Dinh 1y 2.5 ctia Hong va Hwang [3] da xay dung sy hai tu trong L' cho
tong kép cac bién ngau nhien doc lap doi mot. D6 1a, néu 1 < p < 2 va
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{Xmn, m>1,n>1} 1a mang cac bién ngdu nhién doc 1ap doi mot va bi

chan ngau nhién bdéi bién ngau nhién X thod man
E (| X|Plog|X]|) < o0

thi

1/pzz ij — EXi;) —>0t1"0ngL1kh1m\/n—>oo
(mn)
=1 ] 1

Trong muc nay, ching t6i mé rong Dinh 1y 2.5 ctia Hong va Hwang [3]
cho mang kép cac bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khdi.
Phuong phap chiing minh ctia Hong vd Hwang [3] khong ap dung déi vdi
mang kép cac bién ngau nhién M-phu thudoc am doi mot theo khoéi ngay
cd véi M = 0. Dé dat dudc cac két qua & day, ching to6i phai phat trien
mot k¥ thuat méi dé ap dung duge trong cau tric phu thudc trong moi
kho6i. Ky thuat nay hoan toan khéc véi ky thuat trong [3].

Dinh 1y 2.3.1. Gid st 1 < p < 2 va gid st { X, m > 1,n > 1} la
mdng cdc bién ngau nhién M-phu thuoc am doi mot theo khoi va bi chan
ngau nhién bdi bién ngau nhiéen X thod man
E (| X]Plog | X]|) < oc. (2.50)
Khi do
mnl/PZZ ij—EX;;) =0 trong L' khimVn — oco. (2.51)
=1 j=1

Ching minh. V6im > 1, n > 1, dat

Yin = —(mn)l/pl(Xmm < —(mn)l/p) + X 1(| Xmn| < (mn)l/p)
+ (mn)l/pl(Xm,n > (mn)l/p),
Zm,n - Xm,n - Ym,n-

Véim >0, n > 0, dat

27n+1_1 2n+1 -1

1
Tman = 9m+1)/p 2t 1)/p Z 2 (Y —EYy)).

28



va

Cht ¥ rang,

E(|X|1(|X| > (mn)'/?
ZZ (| X[1(]X]| > (mn)"/P))

1/p
m=1 n=1 mn)

— d(K)E(X[1(X]| > /7))
:Z L1/p

_ f: d(k) iE(\X\l(ﬁ”p < [X| < (C+ 1))

(2.52)

T BIXILEP < X] < (¢+ 1))

[
WK
M-
B

chel UPlog (R(|X[1(0V7 < |X| < (€+1)'/7))
1

o @)
<rxmong|>

< CE
0o (do (2.50)),

<

> XL E(X2L(|X] < (mn)YP))

— (mn)2/p

d(k)E(X?1(|X| < k'/P))
k2/p

=1

3
3

I
WK

=~
Il
—

d(k) < 1)/ 1/p
pZE < |X| < 0/7))

S
WE Mg
==

e
I
—_

/=1
d(k)
k2/p

(2.53)

E(X*1((¢— )7 < |X] < £97))

~
I
_
o~
Il

l

51—2/13 log (E(X1((¢ — D)V? < |X| < £V7))

IA
Q
gk

~

()

CE (| X["log | X])
<oo  (do (2.50)).

IA
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00 00 2 mn 1/p
o $ 5 (B “f%ﬂ ) >>+P(|Xm,n>(mn>1/p))

393 (E(Xm'ffn'n;f? W) 4 op(x]| > <mn>1/p>>

m:1(ndzol (11.18)
S ( (X21(|<);|52/(:m)1/p)) T LTI (mn)l/p))>
< . ”@f @52) va (253)).

(2.54)

Chua y rang {Y,, — EY,,,, m > 1,n > 1} 1a méng cac bién ngdu nhién
M-phu thuoc am doi mot theo khéi, ki vong 0. Tt Bo dé [1.2.10suy ra véi
m > 0,n >0 taco

2m+1 12n+1 1

ETmn—QZ(m+1/p22n+1/p Z Z E LV Zj)

j=2m ] on
m—+1__ n+1_

<C 2 D e

=2m j=2n

Tu d6 va (2.54) suy ra

oo o0
2
Z Z ETm,n < 0
m=0 n=0

Do do
Tmn — 0 trong L? (khimVn — oo

va do do
Tmm — 0 trong L* khi m V n — oo. (2.55)

T (2.55) va bo dé Toeplitz suy ra

2k+1 12€+1 1

2k/p2€/p Z Z

(2.56)
u+1 /p2(v+1)/

k7
z_% z_; ok/pol/p ETyy — 0 khi £V £ — oo.
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Gia st 2F <m < 2M1 20 <n < 2441 ta c6

) l/pZZ

=1 j=1
ok+1_1 9f+1_1 (257)
= 2k/p 2 Y|+ hit bt L,
i=1 7=1
trong do
1 2k+1_1 2€+1_1
= G| 3, 3 s )
i=m+1 j=1
1 2k+1_1 2£+1_1
I = W]E Z Z (Yz‘,j _EY;J) )
=1 j=n+1
va
1 2k+1_1 2€+1_1
b= g 2 2
i=m+1 j=n+1

Vi 2F <m < 2M1 20 < < 261 ta 6

9k+1__192¢0+1_1

1
]3§W\E > Y

i=m+1 j=n+1

2k+1_1 26+1_1

C 2
SW\ > D EY

(do B6 dé

C 2k+1_1 2¢+1_1 00 00 ]EY2
_—— ‘2.
DD GELA) 3y
\z’:2k+lj:2£—|—1 1=2F j= 2”

5 0khikV{—o00 (do (2.54)),
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va

1 /¢ 2k+1 12h+1 1
hE R D
h=0 t=m+1 j=2h
1 Vi 9k+1_1 9h+1_1 2
ST ML PO I
t=m+1 j= =92h
(do B8 dé[1.2.10)
C Vi 2k+1_192h+1_1

< (mn)l/pz Z Z ]EY?J

h=0 i=m+1 j=2h

(2.59)
_g/p Y/ 2h/p 2k+1_192h+1_1 ,
< (2 Z 9(h+1)/p 9(k+1)/p Z Z ]EY”
h=0 i=m+1 j=2h
Y/ 2k+1_19h+1_1 EY2

< Cot/p Z oh/p Z Z 2/p

h=0 \Z m+1 j=2h

V4 0o o0 2
<Y 2 3% EYQ A

h=0 \z 2k j= 2h
— 0 khi kV{— o0 (do (2.54) va B6 dé(1.1.7)),

ap dung thuat toan tuong tu nhu trong (2.59)), ta ching minh dugc

I, < (02" k/pz oh/p Z

1=2h j

Két hop (2.56)(2.60) ta suy ra

1/p22 ;i —EY;;) = 0trong L' khimVn — oco. (2.61)
(mn)

i=1 j=1

(2.60)

Véim=>1,n2>1,
E|Zinn — EZinpn| < 2E|Zpy 0]
< 2(mn)PP(| X 0] > (mn)P) + 2E(| Xy | 1(| X | > (mn) /7))
< AB(| Xl 1(| X > (mn)'/7)) < AE(IX[L(1X]| > (mn)'/7))

(do ([L.17)).
(2.62)
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Két hop (2.52) va (2.62), ta co

E\Zmn EZn|
ZZ mn 1/p < 0.

m=1 n=1

Tt b6 dé Kronecker ta suy ra

1@22 ij —EZ;;) = 0 trong L' khi mVn — co.  (2.63)
i=1 j=1

Két hop (2.61) va (2.63) ta suy ra (2.51]). []

Vi du sau day minh hoa cho Dinh 1y [2.3.1]

Vidu 2.3.2. Gidst 1 <p < 2vagidst{Y,,,m>1n>1}laming
kép cac bién ngau nhién 0-phu thuoc am doi mot, ciing phan phdi, khong
suy bién thod man
E([Y1['log[Yi]) < oo
Dat
Xij =Yoo, 28 <i< M 20 <j <2 k>0, £>0.

Khi d6 {X,,,,m > 1,n > 1} la mang kép cac bién ngdu nhién 0-phu
thuoc am doi mot theo khéi nhung khong 15 M-phu thuoc am doi mot véi

moi s6 nguyén duong M. Ap dung Dinh 1y [2.3.1], ta suy ra

1/1922 X; ;) — 0 trong L' khi m V n — oo.

1=1 j=1

Vi {X,n,m > 1,n > 1} la khong doc 1lap doi mot nén ching ta khong
thé 4p dung Dinh 1y 2.5 ctia Hong va Hwang [3].
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KET LUAN - KIEN NGHI

Két qua di dat duoc:

- Xay dung luat manh s6 16n dang Loeve cho méang kép cac bién ngau
nhién M-phu thuoc am doi mot theo khoéi. Két qua thu dude 1a Dinh 1y
2.1.3] Dinh 1y va Dinh 1y 2.1.8]

- Xay dung luat manh s6 16n dang Marcinkiewicz—Zygmund cho mang
kép cac bién ngau nhien M-phu thuoc am doi mot theo khdi. Két qua thu
duge 1a Dinh 1y 2.2.2]

- Xay dung két qua hai tu trong L' cho tong kép céc bién ngau nhien
M-phu thudoc am doi mot theo khéi. Két qua thu duge 1a Dinh 1y .

Hudng phat trién:

- Xay duyng luat manh s6 16n dang Loéve va luat manh s6 16n dang
Marcinkiewicz—Zygmund cho mang kép cic bién ngau nhién M-phu thuoc
am doi mot theo khoéi doi véi cac khoéi bat ky va mdé rong sang phan ti
ngau nhién nhan gia tri khong gian Hilbert.

- Xay dung két qua hoi tu trong L' cho téng kép céc bién ngau nhien
M-phu thudc am doi mot theo khoéi doéi véi cac khoi bat ky va mé rong
sang phan tit ngau nhién nhan gia tri khong gian Hilbert.
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