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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài 

Trong lĩnh vực cơ học lượng tử, ký hiệu Dirac hay kí hiệu bra-ket là biểu 

diễn chuẩn dùng để mô tả trạng thái lượng tử. Kí hiệu này được giới thiệu bởi 

nhà toán học Paul Dirac năm 1939. Ngày nay kí hiệu Dirac được dùng phổ biến 

trong cơ học lượng tử. Nó thuận tiện hơn ở chỗ là tính độc lập trong biểu diễn 

trừu tượng của đối tượng mà nó kí hiệu, cộng thêm tính linh hoạt khi tạo ra 

những biểu diễn đặc thù (toạ độ, xung lượng, hàm riêng) một cách dễ dàng, hoặc 

không phụ thuộc quá nhiều vào không gian tuyến tính có liên quan. 

Đối với các bài toán nguyên tử đơn giản nhất là nguyên tử Hydro việc tìm 

ra hàm sóng và các mức năng lượng bằng phương pháp đại số và giải tích cũng 

cần một khối lượng tính toán phức tạp và công phu. Khi nguyên tử chuyển động 

trong trường điện từ thì do sự phức tạp của toán tử Hamiton trong phương trình 

Schrodinger nên không thể giải quyết bằng phương pháp đại số hay giải tích 

thông thường. Một trong những phương pháp mạnh và phổ biến có thể kể đến là 

phương pháp lý thuyết nhiễu loạn. Ý tưởng chính của lý thuyết nhiễu loạn là 

tách Hamiltonian của bài toán thành hai thành phần: một phần có thể xác định 

được nghiệm chính xác, phần còn lại là “nhiễu loạn” sẽ đóng góp vào kết quả 

thông qua các bổ chính. Độ chính xác của bài toán thể hiện ở bậc của các bổ 

chính.  

Việc ứng dụng lý thuyết nhiễu loạn cho các bài toán nguyên tử ở các bổ 

chính bậc cao hay các trạng thái kích thích lớn còn được ít nghiên cứu. Chúng 

tôi áp dụng tối ưu phương pháp toán tử và kí hiệu Dirac trong lý thuyết nhiễu 

loạn để tính toán các bổ chính trên cơ sở đó tính toán chính xác và ngắn gọn các 

mức năng lượng của nguyên tử khi chuyển động trong trường ngoài ở các trạng 

thái kích thích lớn hơn... 

Xuất pháp từ những đòi hỏi cấp thiết nêu trên, chúng tôi lựa chọn đề tài: 

”Lý thuyết nhiễu loạn và một số ứng dụng cho bài toán nguyên tử”. 

2. Tổng quan tình hình nghiên cứu thuộc lĩnh vực của đề tài 
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Trong các giáo trình:“Cơ học lượng tử” - Phạm Quý Tư, Đỗ Đình Thanh; 

“Giáo trình cơ học lượng tử” – Phan Đình Kiển; “Giáo trình cơ học lượng tử” – 

Nguyễn Duy Hưng…, lý thuyết nhiễu loạn đã được tiếp cận bằng biểu diễn 

Schrodinger. Đây là một phương pháp truyền thống giúp ta nhìn rõ được sự phụ 

thuộc của trạng thái lượng tử theo không gian tuyến tính (hàm sóng và các toán 

tử biểu diễn các biến số động lực phụ thuộc vào các toạ độ không gian và thời 

gian). Từ đó việc tính toán dựa trên các phương pháp đại số và giải tích được áp 

dụng. Nhưng cách tiếp cận này dẫn đến cách biến đổi dài dòng, những công thức 

đồ sộ và khối lượng tính toán khổng lồ. Do đó các bổ chính về năng lượng và 

hàm sóng ở các bậc gần đúng cao hơn (lớn hơn 2) không được đề cập. Một số 

nghiên cứu gần đây nhất về lý thuyết nhiễu loạn và bài toán nguyên tử ở trong 

nước hiện nay như luận văn thạc sỹ “Lý thuyết nhiễu loạn và một số ứng dụng” 

– Phạm Thị Thanh Huyền năm 2016 cũng đã xây dựng lại lý thuyết nhiễu loạn 

dựa trên cơ học sóng Schrodinger. Bổ chính bậc cao (bậc ba) vế năng lượng và 

một số bài toán như: hiệu chỉnh năng lượng ở trạng thái cơ bản dao động tử điều 

hoà; năng lượng và hàm sóng trong phép gần đúng bậc nhất của hạt chuyển 

động trong trường xuyên tâm hay giếng thế đã được trình bày... 

Trong đề tài này chúng tôi muốn tiếp cận lý thuyết nhiễu loạn bằng 

phương pháp toán tử và kí hiệu bra - ket nhằm đơn giản hoá công thức và giảm 

bớt khối lượng tính toán khi tính toán các gần đúng bậc cao – bậc ba trở lên. Bên 

cạnh đó việc sử dụng phương pháp này để giải bài toán chuyển động của nguyên 

tử Hydro trong trường điện từ như hiệu ứng Stark, hiệu ứng Zeeman hay bài 

toán nguyên tử Heli sẽ khá dễ dàng và thuận tiện hơn. 

3. Mục tiêu nghiên cứu 

 Nghiên cứu lí thuyết nhiễu loạn ứng dụng giải một số bài toán cho nguyên 

tử trong cơ học lượng tử. 

4. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

   4.1. Đối tượng nghiên cứu 

- Phương trình Schrodinger. 

- Lý thuyết nhiễu loạn. 
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   4.2. Phạm vi nghiên cứu 

- Phương trình Schrodinger cho nguyên tử.  

- Lý thuyết nhiễu loạn dừng: các bổ chính về năng lượng và hàm sóng. 

5. Cách tiếp cận và phương pháp nghiên cứu 

   5.1. Cách tiếp cận 

 - Vận dụng kí hiệu Dirac và các công cụ tính toán của giải tích như tích phân 

suy rộng, tích phân   để nghiên  

   5.2. Phương pháp nghiên cứu 

- Nghiên cứu lý thuyết: Nghiên cứu tài liệu, phân tích, tổng hợp. 

 6. Đóng góp mới của đề tài 

- Đóng góp lớn nhất của đề tài là làm rõ được quá trình vận dụng kí hiêu Dirac 

vào phương pháp lý thuyết nhiễu loạn từ đó ứng dụng để giải các bài toán 

nguyên tử chuyển động trong trường ngoài với độ chính xác cao.  

 7. Kết cấu của đề tài 

 Ngoài phần mở đầu, kết luận, danh mục tài liệu tham khảo, Đề tài gồm có 

hai chương: 

 1. Chương 1: Cơ sở lý thuyết.  Đề tài đã trình bày một cách logic và hệ 

thống  phương trình Schrodinger cho nguyên tử,  phương pháp lý thuyết nhiễu 

loạn bằng cách vận dụng tối ưu kí hiệu Ket – bra. 

 2. Chương 2: Ứng dụng lý thuyết nhiễu loạn cho nguyên tử. Đề tài đã 

làm rõ được việc vận dụng lý thuyết nhiễu loạn để tính toán chính xác và rõ ràng 

các mức năng lượng bị tách ra khi nguyên tử đặt trong trường ngoài cũng như 

mức năng lượng ở trạng thái cơ bản của nguyên tử Heli. 



4 

 

 

Chương 1 

  CƠ SỞ LÝ THUYẾT 

1.1. PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER. 

Phương trình Schrodinger là một phương trình cơ bản của vật lý lượng 

tử mô tả sự biến đổi trạng thái lượng tử của một hệ vật lý theo thời gian, thay thế 

cho các định luật Newton và biến đổi Galileo trong vật lý cổ điển. Phương trình 

Schrodinger là nền tảng của vật lý lượng tử và chi phối tất cả các hiện tượng của 

thế giới vi mô. Nghiệm của phương trình Schrodinger không chỉ mô tả các hệ 

nguyên tử (nguyên tử, phân tử, hạt nhân, điện tử và các hạt cơ bản khác) mà cả 

các hệ vĩ mô, thậm chí có thể là toàn bộ vũ trụ. Phương trình này được đặt theo 

tên của nhà vật lý người Áo E. Schrodinger, người đã lần đầu tiên thiết lập nó 

vào năm 1926 1-5. 

( )
( )

, ˆ ,
r t

i H r t
t





=


h     (1.1) 

Trong đó: + Ĥ  là toán tử Hamilton của hệ gồm toán tử động năng chuyển động 

và thế năng tương tác 
2

2ˆ ˆ(r, t)
2

H V
m

= −  +
h

     
(1.2) 

       +  ( ),r t
 
là hàm sóng mô tả trạng thái của hệ. 

Khi hệ lượng tử ở trạng thái dừng – trạng thái mà toán tử Hamilton của hệ 

không phụ thuộc tường minh vào thời gian thì phương trình Schrodinger trở 

thành: 

         ( ) ( )Ĥ r E r =     (1.3) 

Hay: ( ) ( )
2

2 ˆ(r)
2

V r E r
m

 
 
−  + = 
 

h
    (1.4) 

Đối với bất cứ một hệ lượng tử nào: ion, nguyên tử, phân tử… lời giải 

phương trình Schrodinger cho hệ phải bao gồm đồng thời hai kết quả: hàm riêng 

( )r và trị riêng năng lượng E ứng với hàm riêng đó của Ĥ . Về nguyên tắc, 

https://vi.wikipedia.org/wiki/Ph%C6%B0%C6%A1ng_tr%C3%ACnh
https://vi.wikipedia.org/wiki/V%E1%BA%ADt_l%C3%BD_l%C6%B0%E1%BB%A3ng_t%E1%BB%AD
https://vi.wikipedia.org/wiki/V%E1%BA%ADt_l%C3%BD_l%C6%B0%E1%BB%A3ng_t%E1%BB%AD
https://vi.wikipedia.org/wiki/Tr%E1%BA%A1ng_th%C3%A1i_l%C6%B0%E1%BB%A3ng_t%E1%BB%AD
https://vi.wikipedia.org/wiki/Th%E1%BB%9Di_gian
https://vi.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1c_%C4%91%E1%BB%8Bnh_lu%E1%BA%ADt_c%E1%BB%A7a_Newton_v%E1%BB%81_chuy%E1%BB%83n_%C4%91%E1%BB%99ng
https://vi.wikipedia.org/wiki/Nguy%C3%AAn_l%C3%BD_t%C6%B0%C6%A1ng_%C4%91%E1%BB%91i_Galileo
https://vi.wikipedia.org/wiki/C%C6%A1_h%E1%BB%8Dc_c%E1%BB%95_%C4%91i%E1%BB%83n
https://vi.wikipedia.org/wiki/Nguy%C3%AAn_t%E1%BB%AD
https://vi.wikipedia.org/wiki/Ph%C3%A2n_t%E1%BB%AD
https://vi.wikipedia.org/wiki/H%E1%BA%A1t_nh%C3%A2n_nguy%C3%AAn_t%E1%BB%AD
https://vi.wikipedia.org/wiki/Electron
https://vi.wikipedia.org/wiki/H%E1%BA%A1t_c%C6%A1_b%E1%BA%A3n
https://vi.wikipedia.org/wiki/V%C5%A9_tr%E1%BB%A5
https://vi.wikipedia.org/wiki/Nh%C3%A0_v%E1%BA%ADt_l%C3%BD
https://vi.wikipedia.org/wiki/%C3%81o
https://vi.wikipedia.org/wiki/Erwin_Schr%C3%B6dinger
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phương trình Schrodinger là một phương trình vi phân tuyến tính cấp hai chỉ 

giải được chính xác đối với một số ít hệ lượng tử, các trường hợp hệ lượng tử có 

nhiều electron chỉ giải được gần đúng. 

1.1.1. Phương trình Schrodinger cho nguyên tử Hydro  

Nguyên tử Hydro và các ion tương tự - nguyên tử có một electron là một 

hệ gồm một hạt nhân tích điện dương với điện tích +Ze và một electron tích điện 

–e chuyển động quanh hạt nhân. Một ion tương tự Hydro là một ion bao gồm 

một hạt nhân và chỉ có một electron, hạt nhân có thể có hai hay nhiều proton. 

Các ion He+, ion Li2+... là các ion tương tự Hydro 1-4. Để thống nhất trong 

toàn bộ quá trình tính toán, các bài toán xây dựng cho nguyên tử Hydro và các 

ion tương tự hay nguyên tử Heli và các ion tương tự thì chúng tôi gọi ngắn gọn 

là bài toán cho nguyên tử Hydro hay bài toán cho nguyên tử Heli với chú ý rằng 

các kết quả thu được mang tính tổng quát hoàn toàn áp dụng được cho nguyên tử 

và các ion tương tự nó. 

Nguyên tử Hydro là một hệ gồm 

hai hạt chuyển động xung quanh tâm 

khối lượng của chúng tương đương với 

chuyển động của một hạt có khối 

lượng rút gọn 
p e

p e

m m

m m


+
= . Hạt này 

được xác định bởi bán kính vectơ r
r

 là vectơ xác 

định vị trí của electron so với hạt nhân (Hình 1.1).  

Khi đó biểu thức thế năng Coulomb cho nguyên tử Hydro là: 

( )
2

0

1

4

Ze
V r

r
= −

       

(1.5) 

Do đó Hamilton của hệ gồm động năng chuyển động và thế năng tương tác  

2 2
2

0

1ˆ
2 4

Ze
H

r 
= −  −

h

      

(1.6)

 

Từ (1.4) phương trình Schrodinger cho hệ có một electron này là: 

Hình 1.1: Mô hình nguyên tử Hydro 

8 
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 Ĥ E =  hay  
2 2

2

0

1

2 4

Ze
E

r
 

 

 
−  − = 
 

h

   

(1.7)

 

 Phương trình Schrodinger cho nguyên tử Hydro đã được giải chính xác 1 

- 4, 8. Lời giải chính xác này là một mô hình lý tưởng cho việc kiểm chứng 

hiệu quả của các phương pháp gần đúng giải phương trình Schrodinger cho bài 

toán nguyên tử hay cụ thể hơn là phương pháp lý thuyết nhiễu loạn sử dụng 

trong nghiên cứu này. Lời giải phương trình (1.7) thu được biểu thức năng lượng 

của nguyên tử Hydro phụ thuộc vào số nguyên n được gọi là số lượng tử chính 

và hàm sóng phụ thuộc vào bộ số lượng tử n, l, m . Với l là số lượng tử quỹ đạo l 

= 0, 1, 2,…, n - 1 và m là số lượng tử từ m = - l, - l + 1,…,0,…, l – 1, l. Hay cụ 

thể hơn: 

+ Năng lượng của electron trong nguyên tử Hydro: 

 

( )
2

2 2 2
0

2 2 2 2

0 0

1 1
13,6

2 4 2 4

e
n

m Ze e Z Z
E eV

n a n n 

  
 = − = − = − 
   

h  

(1.8)

 

với a là bán kính Bohr:
2

100

2

4
0,529.10

e

a m
m e

 −= =
h

    

(1.9) 

+ Các hàm sóng mô tả trạng thái của electron trong nguyên tử Hydro phụ thuộc 

vào bộ số lượng tử n, l, m: ( ) ( ) ( ), , ,m

nlm nl lr R r Y     = =  8-10:  

 

 

n l m Trạng thái Hàm sóng nlm  

1 0 0 1s 

3
2

100

1
Zr

a
Z

e
a




− 
=  

 
 

2 0 0 2s 

3
2

2
200

1
1

28

Zr

a
Z Zr

e
a a




−   
= −   

   
 

Bảng 1.1: Các hàm sóng mô tả trạng thái ứng với n = 1, 2, 3 của nguyên tử Hydro 
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1 

0 2p0 

5
2

2
210

1
cos

32

Zr

a
Z

re
a

 


− 
=  

 
 

1 2p1 

5
2

2
21 1

1
sin

64

Zr

ia
Z

re e
a

 


−




 
=  

 
 

3 

0 0 3s 

3 2
2

3
300

1
27 18 2

81 3

Zr

a
Z Zr Zr

e
a a a




−    
= − +         

 

1 

0 3p0 

3 2
2

3
310

1 2
6 cos

81

Zr

a
Z Zr Zr

e
a a a

 


−    
= −         

 

1 3p1 

3 2
2

3
31 1

1
6 sin

81

Zr

ia
Z Zr Zr

e e
a a a

 


−




    
= −         

 

2 

0 3d0 ( )
3 2

2
23

320

1
3cos 1

81 6

Zr

a
Z Zr

e
a a

 


−   
= −   

   
 

1 3d1 

3 2
2

3
32 1

1
sin cos

81

Zr

ia
Z Zr

e e
a a

  


−




   
=    

   
 

2 3d2 

3 2
2

2 23
32 2

1
sin

162

Zr

ia
Z Zr

e e
a a

 


−




   
=    

   
 

 

1.1.2. Phương trình Schrodinger cho nguyên tử nhiều electron.  

Nguyên tử nhiều electron 

đơn giản nhất là nguyên tử Heli. 

Nguyên tử Heli có hai electron với 

hệ toạ độ được xác định bởi hai 

bán kính vecto 1r
r

 và 2r
r

(Hình 1.2). 

Gốc của hệ toạ độ được cố định tại 

hạt nhân. Cũng như nguyên tử 

Hydro, hạt nhân của các nguyên tử nhiều electron nặng hơn nhiều so với 

electron nên hạt nhân được coi là tâm của khối lượng. Việc đưa gốc của hệ tọa 

độ tại hạt nhân cho phép loại trừ chuyển động tịnh tiến của tâm khối lượng khi 

     Hình 1.2: Mô hình nguyên tử Heli 8 
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giải bài toán. Toán tử Hamilton cho nguyên tử Hydro đóng vai trò là điểm tham 

chiếu để viết toán tử Hamilton cho các nguyên tử có nhiều hơn một electron. Bắt 

đầu với hình thức chung giống như đã sử dụng cho nguyên tử Hydro, Hamilton 

của nguyên tử Heli gồm động năng chuyển động cho mỗi electron và thế năng 

Coulomb tương tác của mỗi electron tích điện âm với hạt nhân mang điện tích 

dương và thế năng tương tác lẫn nhau của từng cặp electron tích điện âm.  

Hamilton của nguyên tử Heli là 1-4: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2

1 2 1 2 12
ˆ

2
H V r V r V r


= −  + + + +

h

   

(1.10)

 

( )
2

1

0 1

1
;

4
trong đó

Ze
V r

r
= ( ) ( )

2 2

2 12

0 2 0 1 2

1 1
;

4 4

Ze e
V r V r

r r r 
= − =

−
r r

 

(1.11)

 

Dựa trên lời giải cho bài toán nguyên tử Hydro, chúng ta sẽ dự đoán được 

rằng lời giải chính xác cho phương trình Schrodinger nhiều electron trong 

phương trình (1.3) sẽ bao gồm một họ các hàm sóng nhiều electron, mỗi loại có 

một giá trị năng lượng riêng. Các hàm sóng và năng lượng này sẽ mô tả trạng 

thái cơ bản và trạng thái kích thích của nguyên tử nhiều electron, giống như các 

hàm sóng Hydro và năng lượng liên kết của chúng mô tả trạng thái cơ bản và 

trạng thái kích thích của nguyên tử Hydro.Việc các electron tương tác thông qua 

lực đẩy Coulomb của chúng có nghĩa là một hàm sóng chính xác cho hệ nhiều 

electron sẽ là một hàm duy nhất phụ thuộc đồng thời vào tọa độ của tất cả các 

electron ( )1 2, ,...r r .  

Tuy phần thế năng trong Hamilton của nguyên tử chỉ phụ thuộc vào bán 

kính vectơ nhưng việc tìm ra một lời giải chính xác cho phương trình 

Schrödinger cho các nguyên tử và phân tử nhiều electron ngay cả khi chỉ có hai 

electron là rất khó khăn. Các gần đúng cơ bản nhất đối với việc tìm ra lời giải 

chính xác là viết hàm sóng nhiều electron là một sản phẩm đơn giản của các 

hàm sóng đơn electron và lấy năng lượng của nguyên tử ở trạng thái được mô tả 

bởi hàm sóng đó là tổng năng lượng của mỗi electron riêng rẽ. Bằng cách làm 

như vậy, chúng tôi đã biến đổi một nguyên tử nhiều electron thành một tập hợp 
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các electron riêng lẻ nằm trong các quỹ đạo riêng lẻ do đó có thể xác định được 

các đặc tính và năng lượng của chúng. Các tính toán cụ thể sẽ được chúng tôi 

trình bày ở phần sau của đề tài. 

1.2. LÝ THUYẾT NHIỄU LOẠN 

Trong cơ học lượng tử, lý thuyết nhiễu loạn là một tập hợp các chuỗi gần 

đúng liên quan trực tiếp đến nhiễu loạn toán học để mô tả một hệ lượng tử phức 

tạp theo cách đơn giản hơn. Ý tưởng là bắt đầu với một hệ lượng tử đơn giản, 

trong đó một lời giải toán học đã được biết đến và thêm một Hamilton "nhiễu 

loạn" bổ sung thể hiện sự nhiễu loạn yếu gây ra cho hệ. Nếu “nhiễu” là không 

quá lớn, các đại lượng vật lý liên quan đến hệ nhiễu loạn (ví dụ: mức năng lượng 

và trạng thái riêng của nó) có thể được biểu thị dưới dạng "bổ chính" đối với các 

hệ đơn giản. Những bổ chính này là rất nhỏ và có thể được tính bằng các 

phương pháp gần đúng như chuỗi tiệm cận. Do đó, hệ vi mô phức tạp có thể 

được nghiên cứu dựa trên kiến thức về cái đơn giản hơn. Trong thực tế, lý thuyết 

này mô tả một hệ phức tạp chưa được giải quyết bằng cách sử dụng một hệ đơn 

giản hơn, đã được giải quyết 1-7. 

Lý thuyết nhiễu loạn là một công cụ quan trọng để mô tả các hệ lượng tử 

thực, vì rất khó tìm ra các giải pháp chính xác cho phương trình Schrodinger với 

Hamilton có độ phức tạp vừa phải. Phương trình Schrodinger mà chúng ta biết 

các lời giải chính xác như nguyên tử Hydro, dao động điều hòa lượng tử và hạt 

trong hố thế là quá lý tưởng để mô tả đầy đủ hầu hết các trạng thái của hệ vi mô. 

Sử dụng lý thuyết nhiễu loạn, chúng ta có thể sử dụng các kết quả đã biết của 

những Hamilton đơn giản này để tạo ra các lời giải cho một loạt các hệ lượng tử 

phức tạp hơn. Lý thuyết gây nhiễu được áp dụng nếu bài toán hiện tại không thể 

giải quyết chính xác, nhưng có thể được hình thành bằng cách thêm một thuật 

ngữ "nhiễu" vào mô tả toán học của bài toán để có thể tìm lời giải chính xác. 

Ví dụ, bằng cách thêm một thế nhiễu loạn vào mô hình cơ học lượng tử 

của nguyên tử Hydro, có thể tính được những thay đổi nhỏ trong các vạch quang 

phổ của Hydro do sự hiện diện của điện trường (hiệu ứng Stark) hay từ trường 

(hiệu ứng Zeeman) … 
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1.2.1. Nhiễu loạn dừng không suy biến 

Bắt đầu với phương trình Schrodinger cho hệ lượng tử không bị nhiễu 

loạn và không phụ thuộc vào thời gian: 

00 0 0ˆ
n nnH E =

       
(1.13)

 

Kí tự trên (0) để đặc trưng cho các đại lượng của hệ không bị nhiễu loạn. 

Các hàm riêng 0

n
  của Hamilton không bị nhiễu loạn 0Ĥ  thoả mãn điều kiện 

trực giao và chuẩn hoá 0 0

n m nm  =  . Bây giờ đưa vào một nhiễu loạn cho 

Hamilton. Đặt ˆ 'H  là một Hamilton đại diện cho một nhiễu loạn vật lý yếu, 

chẳng hạn như thế năng tương tác được tạo ra bởi một trường bên ngoài và  là 

một tham số nhỏ tuỳ ý 0 <  < 1 khi đó Hamilton toàn phần của hệ là:  

0ˆ ˆ ˆ 'H H H= +       (1.14) 

Các mức năng lượng và trạng thái riêng của Hamilton bị nhiễu loạn một 

lần nữa được đưa ra bởi phương trình Schrodinger: 

( )0ˆ ˆ ' n n nH H E  + =
      

(1.15)
 

Mục đích là biểu diễn nE  và n về năng lượng và hàm sóng của Hamilton 

không nhiễu loạn thông qua các bổ chính. Nếu nhiễu loạn là đủ yếu, có thể viết 

chúng như là một chuỗi lũy thừa của  : 

0 1 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3

...

...

n n n n

n n n n

n

n

E E E E E  

      

= + + + +

= + + + +
    (1.16) 

Các kí tự trên 0, 1, 2… để đặc trưng cho bậc của nhiễu loạn. 

Vì nhiễu loạn là yếu, các mức năng lượng và hàm trạng thái không sai 

lệch quá nhiều so với các giá trị không bị nhiễu loạn của chúng và các giá trị này 

sẽ trở nên nhỏ hơn khi chúng ta xét đến các luỹ thừa cao hơn của . 

Thay thế việc mở rộng chuỗi lũy thừa vào phương trình Schrodinger 

(1.15), chúng ta thu được: 

( )( )

( )( )

0 0 1 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3 0 1 2 2 3 3

ˆ ˆ ' ...

... ...

n n n n

n n n n n n n n

H H

E E E E

      

        

+ + + + +

= + + + + + + + +
 

(1.17)
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Khai triển phương trình này và so sánh các hệ số của mỗi lũy thừa   dẫn đến 

một chuỗi các phương trình vô hạn. 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0 0 0 1 0 2 0 2 1 3 0 3 2

0 0 0 1 1 0 2 0 2 1 1 2 0

3 0 3 1 2 2 1 3 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' ' ' ...

...

n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

H H H H H H H

E E E E E E

E E E E

         

       

    

+ + + + + + +

= + + + + + +

+ + + + +

(1.18) 

Phương trình bậc không đơn giản là phương trình Schrodinger cho hệ không bị 

nhiễu loạn. Phương trình bậc nhất, bậc hai, bậc ba,… là: 

( )0 ...
  

00 0 0ˆ
n nnH E =

 

( )1 ...
 

0 10 1 0 1 0ˆ ˆ '
n n n nn nH H E E   + = +  

( )2 ...
0 1 20 2 1 2 1 0ˆ ˆ '

n n n n nn n nH H E E E    + = + +
     

(1.19) 

( )3 ...
0 1 20 3 2 3 2 1 3 0ˆ ˆ '

n n n n n nn n n nH H E E E E     + = + + +
 

… 

1.2.1.1.  Bổ chính bậc 1 của năng lượng và hàm sóng 

 Phương trình Schrodinger cho gần đúng bậc nhất:  

0 10 1 0 1 0ˆ ˆ '
n n n nn nH H E E   + = +

     
(1.20a) 

Đưa kí hiệu Ket  vào phương trình trên ta được: 

0 10 1 0 1 0ˆ ˆ '
n n n nn nH H E E   + = +

    
(1.20b) 

Nhân về bên trái của (1.20b) với 0

n
 ta được: 

0 10 0 1 0 1 0 1 0 0ˆ ˆ '
n n n n n n n nn nH H E E       + = +

  
(1.21) 

Vì toán tử không nhiễu loạn Hamilton 
0Ĥ  là ecmit nên: 

00 0 1 0 0 1 0 1ˆ ˆ
n n n n n nnH H E     = =

    
(1.22) 

và các hàm riêng của toán tử không nhiễu loạn Hamilton 
0Ĥ  đã được chuẩn 

hoá 0 0 1
n n

  =  nên: 

1 0 0ˆ0 '
n nnE H = −

       
(1.23) 
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Vậy bổ chính gần đúng bậc nhất về năng lượng là: 

1 0 0ˆ '
n nnE H =

        
(1.24) 

Đây chỉ đơn giản là giá trị trung bình của Hamilton nhiễu loạn trong khi 

hệ lượng tử đang ở trạng thái không bị nhiễu loạn. Kết quả này có thể được diễn 

giải theo cách sau: giả sử nhiễu loạn được áp dụng, nhưng ta giữ cho hệ ở trạng 

thái lượng tử 0

n  đó là một trạng thái lượng tử hợp lệ mặc dù không còn là 

nguồn gốc năng lượng. Sự nhiễu loạn làm cho năng lượng trung bình của trạng 

thái này tăng lên một lượng 0 0ˆ 'n nH  . Tuy nhiên, sự thay đổi năng lượng thực 

sự khác nhau, bởi vì hàm sóng của hệ khi bị nhiễu loạn không hoàn toàn giống 

như 0

n .  

Tiếp theo chúng tôi thiết lập bổ chính gần đúng bậc nhất về hàm sóng: 

( )

0 0 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0

ˆ ˆ '

ˆ ˆ '

n n n n n n

n n n n n

H H E E

H E H E

   

  

+ = +

→ − = − +
     

(1.25) 

Khai triển hàm sóng 1

n  theo các hàm 0

n : 1 1 0

n m m

m n

C 


=
   

(1.26) 

với 1

mC  là hệ số khai triển hàm sóng trong gần dúng bậc nhất. Thế (1.26) vào 

(1.25) thu được: 

( )

( )

0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1 0

ˆ ˆ '

ˆ ˆ '

n n

n n

n m m n

m

m n m n

m

H E C H E

C H E H E

  

  

− = − +

→ − = − +





    

 

( )1 0 0 0 0 1 0ˆ '
n nm m n m n

m

C E E H E  → − = − +     (1.27) 

Nhân về bên trái của (1.27) với 0

k ta được: 

( )1 0 0 0 0 0 0 1 0 0ˆ 'm m n k m k n n k n

m

C E E H E     − = − +

 
( )1 0 0 0 0 1ˆ 'm m n km k n n kn

m

C E E H E   → − = − +

   

(1.28) 

Khi k = m ta được: 
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( )1 0 0 1 0 0ˆ 'm m n n mn m nC E E E H  − = −  

Khi m = n ta thu được bổ chính gần đúng bậc nhất về năng lượng 1

nE  như (1.24), 

khi m n  ta được: 

( )1 0 0 0 0ˆ 'm m n m nC E E H → − = −  

0 0

1

0 0

ˆ 'm n

m

n m

H
C

E E

 
→ =

−
       (1.29) 

Do vậy:  

0 0 '
1 0 0

0 0 0 0

ˆ 'm n mn
n m m

m n m nn m n m

H H

E E E E

 
  

 

= =
− −

 
    

(1.30) 

ở đây ' 0 0ˆ 'mn m nH H =
 
là yếu tố ma trận của Hamilton nhiễu loạn 

Vậy năng lượng và hàm sóng của hệ lượng tử ở gần đúng bậc nhất là: 

0 1 0 0 0ˆ '
n nn n n nE E E E H   = + = +

     
(1.31)

 

0 0 '
1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0

ˆ 'm n mn
n n n n m n m

m n m nn m n m

H H

E E E E

 
        

 

= + = + = +
− −

 
 

(1.32) 

1.2.1.2.  Bổ chính bậc 2 của năng lượng và hàm sóng. 

Phương trình Schrodinger cho gần đúng bậc hai 

   (1.33)
 

Khai triển hàm sóng 2

n  và 1

n  theo các hàm 0

n  : 

  

2 2 0

n m m

m n

C 


=  và 1 1 0

n m m

m n

C 


=      (1.34) 

với 2

mC  là hệ số khai triển hàm sóng trong gần dúng bậc hai. Thế (1.34) vào 

(1.33)  ta được: 

( )

0 1 2

0 1 2

0 2 0 1 0 2 0 1 0 0

2 0 0 0 2 0 2 0 0

ˆ ˆ '

ˆ ˆ '

m m m m n m m n m m n n

m m m m

m m n m m m n m m n n

m m m

H C H C E C E C E

C H E H C E C E

    

    

+ = + +

→ − + = +

   

    

( )
0 0 1 22 0 2 0 2 0 0ˆ 'm m n m m m n m m n n

m m m

C E E H C E C E   → − + = +    (1.35) 

0 2 1 0 2 1 1 2 0ˆ ˆ 'n n n n n n n nH H E E E    + = + +
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Nhân về bên trái của (1.35) với 0

k ta được: 

( )
0 0 1 22 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0ˆ 'm m n k m m k m m n k m n k n

m m m

C E E C H C E E       − + = +  

( )
0 0 1 22 1 ' 1

m m n km m km m n km n kn

m m m

C E E C H C E E  − + = +  
   

(1.36)
 

Nếu    1kmk m = → =  từ (1.36) ta được: 

( )
0 0 1 22 1 ' 1

k n k k km k n n kn

m

E E C C H C E E − + = +
    

(1.37) 

Khi    n 1knk = → =  ta thu được biểu thức cho bổ chính bậc 2 của năng lượng: 

2 0 1ˆ '
m nnE H =

        
(1.38) 

Với bổ chính bậc một của hàm sóng 1

n  được tính ở (1.30) ta được: 

2

0 0 0 0

2

0 0

2
0 0 0 0 0 0

0 1

2
'

ˆ ˆ ˆ' ' '
ˆ ' m n n m m n

m nn

m n m nn m n m

mn

n

m n n m

H H H
E H

E E E E

H
E

E E

     
 

 



= = =
− −

→ =
−

 


 

(1.39) 

Khi    n 0knk  → =  ta thu được biểu thức của hệ số khai triển cho bổ chính bậc 

2 của hàm sóng: 

( )

( )

0 0

0 0

2 1 0 0 1 0 0

2 1 ' 1 '

ˆ ˆ' '
k m n nk n k m k

m

k n k m km k nn

m

E E C C H C H

E E C C H C H

   − = − +

→ − = − +




 

0 0 0 0

0 0 0 0

' '
2 1 1

' '
2 1 1

km nn
k m k

m k n k n

km nn
k m k

m k n k n

H H
C C C

E E E E

H H
C C C

E E E E

→ = − +
− −

→ = − +
− −





 

 
( )( ) ( )

0 0 0 0
0 0

' ' ' '
2

2

mn km kn nn
k

m
n m n k n k

H H H H
C

E E E E E E

→ = +
− − −



   

(1.40) 
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Điều này có nghĩa là phương pháp này áp dụng tốt khi các yếu tố ma trận 

của toán tử nhiễu loạn là nhỏ so với khoảng cách giữa các miền năng lượng của 

hệ không nhiễu loạn. 

Vậy năng lượng và hàm sóng của hệ ở gần đúng bậc hai là: 

0 0

0 0

0 0 0 0

0 1 2 2 0 0 0 2

2
'

0 ' 2

ˆ ˆ' '
ˆ ' m n n m

n nn n n n n

m n n m

mn

n nn

m n n m

H H
E E E E E H

E E

H
E H

E E

   
     

 





= + + = + +
−

= + +
−




 

( )( ) ( )

0 0

0 0 0 0
0 0

'
0 0

' ' ' '
2 0

2

mn
n n m

m n n m

mn km kn nn
m

m n k n
n m n k n k

H

E E

H H H H

E E E E E E

   

 



 

= +
−

 
 

+ + 
− − −

 



 

  

(1.41) 

1.2.1.3. Bổ chính bậc cao của năng lượng. 

Bằng cách làm tương tự ta xác định được bổ chính bậc 3 của năng lượng như 

sau: 

0 1 20 3 2 3 2 1 3 0ˆ ˆ '
n n n n n nn n n nH H E E E E     + = + + +

   
(1.42)

 

Nhân về bên trái của với 0

n
 ta được: 

0 1

2 3

0 0 3 0 2 0 3 0 2

0 1 0 0

ˆ ˆ '
n n n n n n n n

n n n n

n n

n n

H H E E

E E

       

   

+ = + +

+ +
   

(1.43)
 

Chú ý tới tính chất ecmit của toán tử Haminton 
0Ĥ  và tính chuẩn hoá của các 

hàm 0

n
  ta được: 

0 1 20 2 0 3 0 2 0 1ˆ '
n n n n n n n nn n nH E E E       = + +

   
 

3 0 2ˆ '
n nnE H → =        (1.44) 

Tương tự ta có các bổ chính bậc cao của năng lượng 
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4 0 3

5 0 4

ˆ '

ˆ '

...

n n

n n

n

n

E H

E H

 

 

=

=

       

(1.45)
 

Như vậy các bổ chính bậc cao hoàn toàn tìm được khi biết các bổ chính 

bậc thấp hơn của nó. Độ chính xác của nghiệm sẽ phụ thuộc vào bậc của bổ 

chính. 

1.2.2. Nhiễu loạn dừng có suy biến 

Bây giờ chúng ta hãy phát triển lý thuyết nhiễu loạn để xác định phổ năng 

lượng và các hàm sóng của một hệ có các trạng thái bị nhiễu loạn và đang suy 

biến. Sự suy biến xảy ra khi có nhiều hơn một trạng thái có thể có của một hệ có 

cùng một giá trị năng lượng. Nếu thực hiện phép đo năng lượng của một trong 

những trạng thái suy biến này, và sau đó đo năng lượng của trạng thái suy biến 

khác, mặc dù cả hai đều là trạng thái phân biệt, ta sẽ chỉ nhận được kết quả 

tương tự. Như vậy sẽ không thể phân biệt được hai trạng thái này và theo tính 

toán hai trạng thái sẽ xuất hiện giống hệt nhau 1-5.  

Mặt khác, khi có suy biến lý thuyết nhiễu loạn mà chúng ta đã nghiên cứu 

trước đây sẽ không sử dụng được. Để thấy điều này, chúng ta chỉ cần nhìn vào 

bổ chính bậc hai của năng lượng: 

0 0

0 1 2 2

0 0 0 0

0 0 0 2

ˆ ˆ' '
ˆ ' m n n m

n n

n n n n

n

m n n m

E E E E

H H
E H

E E

 

   
   



= + +

= + +
−


 

Nếu hai trạng thái riêng của Haminton 0Ĥ là 0

n
  và 0

m
 có cùng trị riêng năng 

lượng hay
0 0

n mE E= thì 0 0

1

n mE E
→

−
 

Giả sử rằng trạng thái cơ bản của 
0Ĥ  có f trạng thái suy biến (suy biến 

bậc f) tức là trị riêng 0

nE  tương ứng với f  hàm sóng 0

nk  .  Nếu một thế năng 

nhiễu loạn được đưa vào để phá hủy tính đối xứng cho phép suy biến này, trạng 

thái cơ bản 0

nE  sẽ phân tách thành  f mức năng lượng riêng biệt
0

nkE , mỗi mức 
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con này tương ứng với một hàm sóng 0

nk . Một trong những mục đích chính của 

lý thuyết nhiễu loạn dừng có suy biến là cho phép chúng ta tính toán những mức 

năng lượng mới này, chúng đã trở nên khác biệt do ảnh hưởng của nhiễu loạn. 

Như trong trường hợp không suy biến, chúng ta bắt đầu bằng cách mở rộng các 

hàm sóng không bị nhiễu loạn. 

Từ (1.20) phương trình Schrodinger trong gần đúng bậc nhất có dạng: 

0 10 1 0 1 0ˆ ˆ '
n n n nn nH H E E   + = +

 

Nhận thấy mỗi hàm sóng 0

n
  là tổ hợp tuyến tính các hàm sóng 0

nk  của 

toán tử Hamilton 
0Ĥ : 

0 0

n nk nk

k

a =       (1.46) 

Thế (1.46) vào ta có: 

0 10 1 0 1 0ˆ ˆ '
n nnk nk n n nk nk

k k

H H a E E a   + = + 
   

(1.47)
 

Nhân về bên trái của (1.47) với 0 ,nj j n 
 
ta được: 

0 10 0 1 0 0 0 1 0 0ˆ ˆ '
n nnj nj nk nk n nj n nk nj nk

k k

H H a E E a       + = + 
 

Vì toán tử Hamilton là toán tử ecmit nên: 

00 0 1 0 0 1 0 1ˆ ˆ
n n nnj nj n njH H E     = =

 

Do vậy: 

10 0 0 0ˆ 'nk nj nk nk n nj nk

k k

a H a E   = 
 

( )10 0 0 0ˆ ' 0nk nj nk n nj nk

k

a H E   − =
 

( )
1' 0jk n jk nk

k

H E a− =
     

(1.48)
 

Ở đây ' 0 0ˆ 'jk nj nkH H =  và 0 0

jk nj nk  =      (1.49) 

Đây là hệ phương trình tuyến tính có thể viết dưới dạng tường minh: 
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( )

( )

( )

1

1

1

' ' '

11 1 12 2 1

' ' '

21 1 22 2 2

' ' '

1 1 2 2

... 0

... 0

...

... 0

n n n f nf

n n n f nf

f n f n ff n nf

H E a H a H a

H a H E a H a

H a H a H E a

− + + + =

+ − + + =

+ + + − =

  
(1.50)

 

Hệ phương trình trên có nghiệm khi định thức của hệ bằng không: 

1

1

1

' ' '

11 12 1

' ' '

21 22 2

' ' '

1 2

...

...
0

...

...

n f

n f

f f ff n

H E H H

H H E H

H H H E

−

−
=

−

   
(1.51)

 

Giải phương trình trên ta được f nghiệm đối với 1

nE  từ đó tìm được: 

                   

0 1

1 1

0 1

2 20 1

0 1

...

n n n

n n n

nk n nk

nf n nf

E E E

E E E
E E E

E E E

 = +


= +
= + 


 = +

   
(1.52)

 

Hay: 

      Không có nhiễu loạn            Có nhiễu loạn 

 
0

nE
 

0

1

0

2

0

...

n

n

nf







     
0

nE
 

0

1 1

0

2 2

0

...

n n

n n

nf nf

E

E

E






 

Như vậy trong chương này chúng tôi đã áp dụng tối ưu phương pháp toán 

tử và kí hiệu Dirac để tìm các bổ chính bậc 1, bậc 2 và bậc 3 của lý thuyết nhiễu 

loạn. Bên cạnh đó ma trận hiệu chỉnh mức năng lượng ở trạng thái suy biến cũng 

được thiết lập. Phương pháp này là ngắn gọn và rất thuận tiện khi áp dụng cho 

bài toán nguyên tử ở chương 2. 
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Chương 2 

 ỨNG DỤNG LÝ THUYẾT NHIỄU LOẠN CHO NGUYÊN TỬ 

Trong chương này, chúng ta sẽ áp dụng lý thuyết nhiễu loạn cho trường 

hợp thực tế cơ bản và đơn giản nhất đó là nguyên tử Hydro và các ion tương tự 

trong trường ngoài. Điều này sẽ cho phép chúng ta hiểu cấu trúc tinh tế của các 

vạch quang phổ của nguyên tử Hydro, sự tách mức năng lượng trong hiệu ứng 

Stark, hiệu ứng Zeeman... Ngoài ra còn có thể tính được mức năng lượng ở trạng 

thái cơ bản của nguyên tử hai electron – Heli. 

2.1. BÀI TOÁN NHIỄU LOẠN CHO NGUYÊN TỬ HYDRO KHI ĐẶT 

TRONG TRƯỜNG NGOÀI.  

Các electron trong nguyên tử được đặc trưng bởi một tập hợp các giá trị 

năng lượng ở các trạng thái khác nhau. Khi bị kích thích bởi quá trình đốt nóng 

hoặc bắn phá electron trong ống phóng điện… nguyên tử được kích thích đến 

một mức trên trạng thái cơ bản. Khi trở về trạng thái năng lượng thấp hơn, nó 

phát ra một photon có năng lượng tương ứng với sự chênh lệch năng lượng giữa 

hai mức này. Photon này ứng với một phổ rời rạc, phản ánh bản chất lượng tử 

của các mức năng lượng. Với sự có mặt của trường ngoài như điện trường hay 

từ trường, những mức năng lượng này bị tách ra thành nhiều mức năng lượng 

khác nhau. Bằng lý thuyết nhiễu loạn hoàn toàn tính toán được các mức năng 

lượng bị tách ra này. 

2.1.1. Nguyên tử Hydro trong điện trường. 

Sự phân tách các vạch quang phổ của một nguyên tử với sự có mặt của 

một điện trường bên ngoài được gọi là hiệu ứng Stark. Hiệu ứng Stark lần đầu 

tiên được nhà vật lý người Đức J. Stark chú ý vào năm 1913, và là do sự phân 

tách một phần sự suy biến n2 của các nguyên tử một electron. Ông đã quan sát 

sự phân tách của các dãy Balmer trong điện trường cỡ 100.000 V/cm 1-4,9,10. 

Trong bài toán này, chúng tôi sử dụng lý thuyết nhiễu loạn để làm rõ quá trình 

tính toán các mức năng lượng bị chia tách khi Hamilton của nguyên tử một 

electron trong điện trường   không đổi, đồng nhất, chỉ theo hướng z.  
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Khi đặt nguyên tử Hydro vào điện trường đều có cường độ yếu 

 ( )510 V cm   và giả sử điện trường hướng theo trục z thì Hamilton của hệ có 

dạng: 

2 2
2

0

ˆ
2 4

Ze
H e z

m r



= −  − −

h
     (2.1) 

Trong đó ˆ 'H e z= −  là Hamilton nhiễu loạn. 

Theo (1.8) các mức năng lượng không nhiễu loạn của nguyên tử Hydro phụ 

thuộc vào số lượng tử chính n: 

2
0

2
13,6n

Z
E eV

n
= −        (2.2) 

nên độ suy biến tổng quát của các mức năng lượng này là n2. Do đó số các yếu 

tố ma trận trong phương trình (1.51) là n2. Bảng hiển thị dưới đây tương ứng với 

hiệu ứng Stark trong nguyên tử Hydro trong trường hợp n = 2, 3, 4.  

Bảng 2.1: Tổng các phần tử ma trận trong hiệu ứng Stark trong nguyên tử Hydro 

khi n = 2, 3, 4. 

n l m Ma trận Tổng các phần tử 

2 0; 1 0; ±1 4x4 16 

3 0; 1; 2 0; ±1; ±2 9x9 81 

4 0; 1; 2; 3 0; ±1; ±2; ±3 16x16 256 

Các phần tử ma trận (1.51) được tính theo (1.49) và biểu diễn hàm sóng 

qua các số lượng tử nên (1.49) trở thành: ' ˆ ' ' 'jkH nlm H nl m= .      (2.3) 

Hay: 

3 *

' ' '

0

ˆ ' ' ' ' ' ( ) ( )dr. sin osnl nl lm l mnlm H nl m nlm e z nl m e R r r R r Y Y c d   




= − = −  

               (2.4)
 

Do tính đối xứng của hàm sóng nlm  và trường ngoài ˆ 'H  nên các phần tử 

của ma trận (1.49) sẽ:  
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(i.) Triệt tiêu khi m = m’;  

(ii.) Triệt tiêu khi l’ = l ± 1;           (2.5) 

(iii.) Giống nhau trong trường hợp m và –m.  

Khi nguyên tử Hydro ở trạng thái cơ bản n = 1 năng lượng không bị suy 

biến. Xét sự tách mức năng lượng thứ hai và thứ ba của nguyên tử và bài toán 

chỉ xét đến bổ chính bậc nhất cho năng lượng. 

2.1.1.1. Hiệu ứng Stark với n = 2 

Khi n = 2, mức năng lượng 0

2E có độ suy biến là n2 = 4 các hàm sóng 

tương ứng là: 

1 211 , 2 21 1 , 3 210 , 4 200= = − = =  

Các mức năng lượng bị tách ra được tính theo phương trình: 

 

1

1

1

1

' ' ' '

11 2 12 13 14

' ' ' '

21 22 2 23 24

' ' ' '

31 32 33 2 34

' ' ' '

41 42 43 44 2

0

H E H H H

H H E H H

H H H E H

H H H H E

−

−
=

−

−        

(2.6) 

Theo (2.5) các yếu tố của ma trận (2.6) là: ' '

34 43 0H H=   còn các yếu tố 

ma trận khác bằng không nên (2.6) trở thành: 

1

1

1

1

2

2

'

2 34

'

43 2

0 0 0

0 0 0
0

0 0

0 0

E

E

E H

H E

−

−
=

−

−         

(2.7)

 

Các yếu tố của ma trận (2.7) được tính: 

( )

' '

34 43

/2 /2 2

3

3 4

1 1
1 cos cos . sin

2 8 2

r a r a

H H H

r
e e re r r drd d

a a a
     



− −

= =

 
= − 

 


 

      

2

/ 4 2

3

0 0 0

1 cos sin
2 .8 2

r ae r
e r dr d d

a a a

 


   




− 
= − 
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( )/ 4 2

3

0 0

3
/ 4

4

00

/ 4 / 5

4

0 0

2 1 cos -cos
2 .8 2

cos
1

8 3 2

2 1

8 3 2

r a

r a

r a r a

e r
e r dr d

a a a

e r
e r dr

a a

e
e r dr e r dr

a a






  



 





−



−

 

− −

 
= − 

 

   
= − −   

  

 
= − 

 

 



 

 

Sử dụng kết quả của tích phân Poisson ta được 

 

' ' 5 6

34 43 4

1
4! 5! 3

12 2

e
H H a a ae

a a




 
= = − = − 

     

(2.8) 

Như vậy các yếu tố của ma trận (2.7) là: ' '

34 43 3H H ae= = −  còn các yếu 

tố ma trận khác bằng không. Thế vào phương trình (2.7) thu được  

0 0 0

21 2 22 2 23 2, 3 , 3E E E E e a E E e a = = + = −    (2.9) 

Kết quả là do có nhiễu loạn một vạch 0

2E  suy biến bội 4 đã tách thành ba 

vạch.  

2.1.1.2. Hiệu ứng Stark với n = 3 

Tiếp theo xét sự phân tách mức năng lượng thứ ba của nguyên tử Hydro. 

Mức năng lượng 0

3E  có độ bội suy biến n2 = 9 nên các hàm sóng tương ứng: 

1 322 , 2 32 2 , 3 321 , 4 311 , 5 32 1

6 31 1 , 7 320 , 8 310 , 9 300

= = − = = = −

= − = = =
      

(2.10)
 

Theo (2.5) phương trình (1.51) trở thành:  

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

E

E

E A

A E

E B

B E

E C

C E D

D E

 −
 

− 
 −
 

− 
  =−
 

− 
 −
 

− 
 

−     

(2.11)

 

Theo (1.49) các yếu tố của ma trận được tính: 
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2

* 2

31 32 11 21

0 0 0

ˆ ˆ4 ' 3 311 ' 321 sinA H H e R R Y Y r drd d

 

   


= = = −   

 

   
( )

3

3 2 /3

3

0

2 2 1 4 2 3 15
1

9 8 8 627 5 3

r ar r
e r e dr

a aa


 



−   
= −    

   


 

 

( )
2

2 2

0 0

cos sin cos i id e e d

 

    − 
       

( ) ( )
3

6 2 /3 2 2

7

0 0

2
2 1 cos 1 cos cos

3 6

r ae a r r
r e dr d

a a




   




−   
= − −   

   
 

 

  
( ) ( )

7 88

16 6! 1 7! 9

3 .5 6 22 3 2 3

e a
e a




 
= − − = 

 
 

     

(2.12)

 
Tương tự ta có: 

9
, 3 3 , 3 6

2
B e a C e a D e a  = = =

   
(2.13) 

Như vậy dưới tác dụng của điện trường đều, mức năng lượng suy biến bậc 

9 tách thành 5 mức năng lượng 

0

3E E= , 0

3

9

2
E E e a=  , 0

3 9E E e a=    
 

(2.14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

2E  

0

3E  

n = 3 

n = 2 

1 3E ae= −  

1 9E ae= −  

1 9
2

E ae=
 

Không có 

nhiễu loạn 

Trong điện 

trường  

Hình 2.1: Hiệu ứng Stark cho nguyên tử Hydro với n = 2 và n = 3 

1 3E ae=  

1 0E =  

1 9E ae=

 

1 9
2

E ae= −
 

1 0E =  
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Như vậy sau khi xem xét hiệu ứng Stark với n = 2 và n = 3 nhận thấy khi 

nguyên tử Hydro đặt trong điện trường ngoài sự suy biến các mức năng lượng đã 

giảm xuống (Hình 2.1). Nhiễu loạn đã không khử hoàn toàn sự suy biến. Các 

mức năng lượng bị tách ra do nhiễu loạn tỉ lệ với độ lớn của cường độ điện 

trường  nên gọi là hiệu ứng Stark tuyến tính. 

2.1.2. Nguyên tử Hiđro trong từ trường 

Trước khi xét phổ của nguyên tử Hydro trong từ trường ngoài chúng tôi 

xét đến sự ảnh hưởng hiệu ứng tương đối tính và tương tác spin – quỹ đạo đến 

cấu trúc phổ của nguyên tử Hydro. Hay áp dụng lý thuyết nhiễu loạn để tính 

toán cấu trúc tinh tế của nguyên tử Hydro. 

2.1.2.1. Cấu trúc tinh tế của nguyên tử Hydro 

Khi chú ý đến hiệu ứng tương đối tính thì hạt electron có khối lượng nghỉ 

m chuyển động với vận tốc v có năng lượng và động lượng được biểu diễn như 

sau7,9,10: 

 

2

2 2

2 2

;

1 1

m m
E c p v

v v

c c

= =

− −
   

(2.15) 

Mối liên hệ giữa chúng là: 2 2 2 4E p c m c= +
    

(2.16) 

Khi đó toán tử động năng của electron: 

2

2 2 2 2 4 2 2 ˆˆ ˆ ˆ 1 1e e e e

e

p
T E m c p c m c m c m c

m c

 
  = − = + − = + − 

  
    

(2.17) 

Khai triển theo chuỗi luỹ thừa thu được: 

 

2 4
2 4

2

3 2

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1ˆ ... ...
2 8 2 8

e

e e e e

p p p p
T m c

m c m c m m c

    
 = − + = − +   
        

(2.18) 

Số hạng đầu tiên của chuỗi chính là động năng trong vật lý cổ điển. Số hạng thứ 

hai là gần đúng bậc thấp nhất – bậc 1 của toán tử động năng khi xét đến hiệu 
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ứng tương đối tính. Chúng tôi xem xét ảnh hưởng của loại hiệu chỉnh này đến 

mức năng lượng của nguyên tử Hydro. 

Như vậy Hamilton của nguyên tử Hydro khi xét đến gần đúng bậc 1 của hiệu 

ứng tương đối tính là: 

0
ˆ ˆ ˆ 'H H H= +  với

4

3 2

ˆˆ '
8 e

p
H

m c
= −  (2.19) là Hamilton nhiễu loạn 

Theo lý thuyết nhiễu loạn bổ chính gần đúng bậc nhất về năng lượng: 

4
1

3 2

2 2

3 2

ˆˆ '
8

1
ˆ ˆ

8

r

e

e

p
E nlm H nlm nlm nlm

m c

nlm p p nlm
m c

= = −

= −

    

(2.20) 

Mặt khác ta có: 

0

0
ˆ

nH nlm E nlm=  

Hay:       
2

0ˆ ˆ
2

n

e

p
V nlm E nlm

m

 
+ = 

 
 

( )2 0 ˆˆ 2 np nlm m E V nlm→ = −  

Do đó: 

( )

( )

( )

( )

2
1 0

2

2
0 0 2

2

2
2 2

2
0 0

2 2

0 0

2
2 2

2
0 0

2 2

0 0

1 ˆ
8

1 ˆ ˆ2
8

1 1 1
2

8 4 4

1 1 1
2

8 4 4

r n

e

n n

e

n n

e

n n

e

E nlm E V nlm
m c

nlm E E V V nlm
m c

Ze Ze
nlm E E nlm

m c r r

Ze Ze
E E

m c r r

 

 

= − −

= − − +

 
= − + +  

 

  
 = − + +  
      (2.21)
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Ở đây:
22

0

(r)k k

nlr r R dr



+=          (2.22)

 

Do vậy:
2

1 1

r n a
= và

( )2 3 2

1 1

1
2

r l n a
=

+
5,10     (2.23) 

Thế vào (2.21) ta có:

 

( )
( )

2
2 2

2
1 0 0

2 2 3 2
0 0

1 1 1
2

12 4 4
2

r n n

e

Ze Ze
E E E

m c n a l n a 

 
  = − + +  

 + 
 

         

              (2.24) 

Hay:
2

1 0

2

3

1 4
2

r n

n
E E

n l

  
 = −
 +
   

(2.25) với 
2

0

1

4 137

e

c



= 

h
 là hằng số tinh tế. 

Có thể so sánh năng lượng của nguyên tử Hydro khi không nhiễu loạn và 

năng lượng khi xét đến gần đúng bậc nhất khi hiệu chỉnh do hiệu ứng tương đối 

tính như sau: 

Nhận thấy: 0 2 2

n eE m c và 
( )

2
0

1 4 2

2

n

r e

e

E
E m c

m c
 = . Do đó: 

 

1 4 2
2 4

0 2 2 2

1
10

137,036

r e

n e

E m c

E m c






− = = 

    

(2.26) 

Như vậy lý thuyết nhiễu loạn hoàn toàn áp dụng tốt trong trường hợp này. 

Vậy năng lượng của nguyên tử Hydro khi xét đến sự hiệu chỉnh hiệu ứng tương 

đối là: 

 

( )
2

0

0 1 0

2

4
3 ...

12
2

n

nlm n r n

e

E n
E E E E

m c l

 
 = + = − − +
 +
    

(2.27) 

( )
2

0

2

4
3

12
2

n

e

E n

m c l

 
 = − −
 +
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Tiếp theo chúng tôi xét sự ảnh hưởng của tương tác spin – quỹ đạo lên 

cấu trúc phổ của nguyên tử. Tương tác spin – quỹ đạo hay tương tác giữa spin và 

momen động lượng quỹ đạo (orbital) của electron. Electron chuyển động quanh 

hạt nhân được xem như một dòng điện và sinh ra từ trường có cảm ứng từ liên 

hệ với vectơ momen quỹ đạo L
r

 như sau 8,10:  

 
2 3

04 e

e L
B

m c r
=

r
r

      

(2.28) 

Nếu xét trong hệ quy chiếu gắn với electron thì chính electron chịu tác dụng của 

một từ trường B gây bởi chuyển động của hạt nhân quay quanh nó. Từ trường 

này tác dụng lên mômen từ riêng của electron khi đó Hamilton tương tác spin – 

quỹ đạo có dạng:  

 

2

2 2 3

0

1ˆˆ ˆˆ ˆ.
8

SO S

e

e
H B S L

m c r



= − =

rr

     

(2.29) 

với ˆ
S là mômen từ spin ˆˆ

S

e
S

m
 = −

      
(2.30) 

Khi electron có cả momen quỹ đạo và momen spin thì mômen động lượng toàn 

phần ˆˆ ˆJ L S= + . Các phương trình trị riêng của các toán tử ˆˆ,L S  và Ĵ  là 1-4:  

 

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

ˆ , , , , 1 , , , ,

ˆ , , , , 1 , , , ,

ˆ , , , , 1 , , , ,

ˆ , , , , , , , ,

j j

j j

j j

z j j j

L n l s j m l l n l s j m

S n l s j m s s n l s j m

J n l s j m j j n l s j m

J n l s j m m n l s j m

= +

= +

= +

=

h

h

h

h

        (2.31) 

Trong đó: + s là số lượng tử spin, đối với electron 1
2

s =   

                 + j là số lượng tử momen động lượng toàn phần, j = l + s 

         + mj là số lượng tử hình chiếu của momen động lượng toàn phần lên 

trục z, mj = - j. – j + 1,…,0,…, j – 1, j  

Bình phương hai vế của ˆˆ ˆJ L S= +  và chuyển vế ta được:  
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2 2 2ˆˆ ˆ
ˆ ˆ.

2

J L S
S L

− −
=

       
(2.32)

 

Trị riêng của toán tử ˆ ˆ.S L  là:  
2

( 1) ( 1) 1)
2

j j l l s(s+ − + − +
h

 

Hamilton tương tác spin – quỹ đạo được viết lại: 

 

2 2 2 2

2 2 3

0

ˆˆ ˆ1ˆ
8 2

SO

e

e J L S
H

m c r

− −
=

     

(2.33) 

Theo lý thuyết nhiễu loạn bổ chính gần đúng bậc nhất về năng lượng trong 

trường hợp này được tính: 

 

2 2 2 2
1

2 2 3

0

2
2

2 2 3

0

2 2

2 2 3

0

ˆˆ ˆ1

8 2

1 1
( 1) ( 1) 1)

8 2

( 1) ( 1) 1) 1

16

SO

e

e

e

e J L S
E

m c r

e
j j l l s(s

m c r

e j j l l s(s

m c r







− −
=

= + − + − +

+ − + − +
=

h

h

 

Theo (2.22) ta được: 

( )3 3 3

1 1

1( 1)
2

r l l l n a
=

+ +
 Do đó: 

( )

2 2
1

2 2 3 3
0

( 1) ( 1) 1) 1

116 ( 1)
2

SO

e

e j j l l s(s
E

m c l l l n a

+ − + − +
=

+ +

h

 

Hay:
( )

( )

2
0

1

2

3( 1) ( 1)
4

1( 1)
2

n

SO

e

n j j l lE
E

m c l l l

 + − + −
 =

+ +

     

(2.34) 

Hiệu chỉnh năng lượng của nguyên tử Hydro khi xét đến hiệu ứng tương đối tính 

và tương tác spin – quỹ đạo thu được biểu thức hoàn chỉnh của cấu trúc tinh tế 

của nguyên tử Hydro: 

1 1 1

fs r soE E E= +
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Hay:

   

( ) ( )

( )

2 2
0 0

1

2 2

3( 1) ( 1)4 43
1 12 ( 1)2 2

n n

fs

e e

n j j l lE En
E

m c m cl l l l

   + − + −
  = − − +

 + + + 

   

(2.35)

 

Mà: 1
2

j l= +  nên: 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 2
0 0

1

2 2

31 1( 1)4 2 2 4
3

1 12
2 2

n n

fs

e e

n j j j jE En
E

m c j m c j j

 + − − + −   = − − + 
− + 

 

     
( )

( )
( )

2 2
0 0

2 2

4 2 4
3 3

112 2
22

n n

e e

E En n n

m c j m c jj j

   
   = − + + = −
   ++   

 

Hay:
2

1 0

2

3

1 4
2

fs n

n
E E

n j

  
 = −
 +
         

 (2.36) 

Vậy năng lượng của nguyên tử Hydro khi xét đến cấu trúc tinh tế là: 

( )
2

0

0 1 0

2

4
3

12
2

n

nj n fs n

e

E n
E E E E

m c j

 
 = + = + −
 +
      

(2.37)

 

2

2 2

13,6 3
1

1 4
2

nj

eV n
E

n n j


  
  → = − + −

  +
       

(2.38) 

   Bảng 2.3: Các mức năng lượng ở cấu trúc tinh tế của Hydro ứng với n = 1, 2, 3 

n l j 
1

fsE  

1 0 1
2

 
( )

2
0

11

1 22 e

E
E

m c
= −  

2 

0 1
2

 
( ) ( )

2 2
0 0

2 11

2 2 2

5 5

2 32e e

E E
E

m c m c
= − = −  

1 3
2

 
( ) ( )

2 2
0 0

1 11

2 2 2

1

2 32e e

E E
E

m c m c
= − = −  
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3 

0 1
2

 
( ) ( )

2 2
0 0

3 11

3 2 2

1
9

18e e

E E
E

m c m c
= − = −  

1 3
2

 
( ) ( )

2 2
0 0

3 11

3 2 2

3 1

2 54e e

E E
E

m c m c
= − = −  

2 5
2

 
( ) ( )

2 2
0 0

3 11

3 2 2

1 1

2 162e e

E E
E

m c m c
= − = −  

Nhận thấy cấu trúc tinh tế của nguyên tử có xu hướng giảm các mức năng 

lượng ở các trạng thái xuống một lượng rất nhỏ (hệ số hiểu chỉnh cỡ
2 410 −  

vào khoảng 0,01% ). Khi j càng nhỏ thì sự hiệu chỉnh này càng lớn. Vì vậy ở 

trạng thái s (l = 0) có sự hiệu chỉnh lớn nhất. Ở các trạng thái có l > 0 (trạng thái 

p, d…) chúng bị tách thành hai mức năng lượng khác nhau với 1
2

j l= +  và 

1
2

j l= −  (Hình 2.2)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.1.2.2. Hiệu ứng Zeeman 

Những thay đổi trong quang phổ nguyên tử với sự hiện diện của từ trường 

lần đầu tiên được quan sát vào năm 1896 bởi nhà vật lý người Hà Lan, P. 

0

3E  

n = 2 

n = 1 

n = 3 

0

1E  

0

2E  

5
2

j =   

3
2

j =   

1
2

j =   

1
2

j =   

3
2

j =   

Hình 2.2: Sự tách mức năng lượng ứng với n = 1, 2, 3 ở cấu trúc tinh tế 

của nguyên tử Hydro 

1
2

j =   
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Zeeman. Khi nguyên tử đặt trong từ trường ngoài thì các mức năng lương của nó 

bị tách ra và được gọi là hiệu ứng Zeeman 1-4. Sau đây chúng tôi sẽ áp dụng 

lý thuyết nhiễu loạn để tính sự tách mức năng lượng này. 

 Khi đặt nguyên tử trong từ trường thì Hamilton có dạng:  

2 2
2 '

0

ˆ ˆ
2 4

Z

Ze
H H

r 
= −  − +

h

     
(2.39) 

trong đó 'ˆ
ZH  là Hamilton nhiễu loạn do tương tác của nguyên tử với từ trường 

exB
r

, '

ex
ˆ ˆˆ

ZH B= − , ̂  là mômen từ ˆ ˆ ˆ
L S  = + với: 

ˆ
L là mômen từ quỹ đạo ˆˆ

2
L

e
L

m
 = −

      
(2.40) 

Do đó: 

 
( )

( )
'

ex ex

ˆˆ 2
ˆˆ ˆ ˆ ˆ2

2
Z B

e

L Se
H L S B B

m


+
= + =

h     
(2.41)

 

với 
2

B

e

m
 =

h
là manheton Bohr       (2.42) 

Sự tách vạch trong hiệu ứng Zeeman phụ thuộc vào cường độ của từ trường 

ngoài đặt vào. Khi từ trường ngoài là yếu có thể xem 'ˆ
zH  là một nhiễu loạn nhỏ. 

Theo lý thuyết nhiễu loạn, bổ chính gần đúng bậc nhất của năng lượng trong 

hiệu ứng Zeeman là: 

1 '

ex
ˆˆ ˆ ˆ 2B

Ze j Z jE nljm H nljm B L S


= = +
h     

(2.43) 

Mặt khác: 
2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 1

SJ
L S J S L S J S J

J

 
+ = +  + = + = + 

 
 

Bên cạnh đó, từ: 
2 2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2L J S L J S SJ= −  = + −  

       

2 2 21ˆ ˆˆ ˆ ˆ
2

SJ J S L  = + −
       

(2.44) 

Trị riêng của ˆ ˆSJ  là:  
2

( 1) 1) ( 1)
2

j j s(s l l+ + + − +
h

    
(2.45) 

Do đó:  



32 

 

( )2

3ˆ ˆ ( 1) ( 1)
4ˆˆ ˆ ˆ2 1 1

2 1

ˆˆ ˆ2 j

j j l lSJ
L S J J

J j j

L S g J

 + − + + 
 + = + = + 

+    

 + =
 (2.46)

 

Với 
( )

3( 1) ( 1)
41

2 1
j

j j l l
g

j j

+ − + +
= +

+
  (2.47) là hệ số Lande 8,10 

Chọn từ trường hướng dọc theo trục z  ta được: 

1

ex ex
2

Ze j j B j j

e
E g B m g B m

m
= =

h

      
(2.48)

 

Năng lượng toàn phần của nguyên từ khi xét đến cấu trúc tinh tế và hiệu ứng 

Zeeman là: 

2

, ex2 2

13,6 3
1

1 4
2

n j B j j

eV n
E g B m

n n j




  
  = − + − +

  +
      

(2.49)

 

Ứng với n = 1, 2, 3 năng lượng toàn phần của nguyên tử Hydro khi xét 

đến cấu trúc tinh tế và hiệu ứng Zeeman như sau: 

Bảng 4: Năng lượng toàn phần của Hydro khi xét đến cấu trúc tinh tế và hiệu 

ứng Zeeman với n = 1, 2, 3. 

n l j mj jg  
njE  

1 0 1
2

 

1
2

−  

2 

2

ex13,6 (1 )
4

BeV B


− + −
 

1
2

 
2

ex13,6 (1 )
4

BeV B


− + +
 

2 

0 1
2

 

1
2

−  
2 

 

2

ex

5
3,4 (1 )

16
BeV B − + −  

1
2

 
2

ex

5
3,4 (1 )

16
BeV B − + +  

1 1
2

 

1
2

−  

2
3

 

2

ex

5 1
3,4 (1 )

16 3
BeV B − + −  

1
2

 
2

ex

5 1
3,4 (1 )

16 3
BeV B − + +
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3
2

 

3
2

−  

4
3

 

2

ex

1
3,4 (1 ) 2

16
BeV B − + −  

1
2

−  
2

ex

1 2
3,4 (1 )

16 3
BeV B − + −

 

1
2

 
2

ex

1 2
3,4 (1 )

16 3
BeV B − + +

 

3
2

 
2

ex

1
3,4 (1 ) 2

16
BeV B − + +

 

3 

0 1
2

 

1
2

−  
2 

 

2

ex1,51 (1 )
4

BeV B


− + −  

1
2

 
2

ex1,51 (1 )
4

BeV B


− + +  

1 

1
2

 

1
2

−  

2
3

 

2

ex

1
1,51 (1 )

4 3
BeV B


− + −  

1
2

 
2

ex

1
1,51 (1 )

4 3
BeV B


− + +  

3
2

 

3
2

−  

4
3

 

2

ex1,51 (1 ) 2
12

BeV B


− + −  

1
2

−  
2

ex

2
1,51 (1 )

12 3
BeV B


− + −  

1
2

 
2

ex

2
1,51 (1 )

12 3
BeV B


− + +  

3
2

 
2

ex1,51 (1 ) 2
12

BeV B


− + +  

2 

3
2

 

3
2

−  

4
5

 

2

ex

6
1,51 (1 )

12 5
BeV B


− + −  

1
2

−  

2

ex

2
1,51 (1 )

12 5
BeV B


− + −  

1
2

 

2

ex

2
1,51 (1 )

12 5
BeV B


− + +  

3
2

 

2

ex

6
1,51 (1 )

12 5
BeV B


− + +  

5
2

 

5
2

−
 

6
5

 

2

ex1,51 (1 ) 3
36

BeV B


− + −

 

3
2

−  
2

ex

9
1,51 (1 )

36 5
BeV B


− + −  

1
2

−  
2

ex

3
1,51 (1 )

36 5
BeV B


− + −  
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1
2

 
2

ex

3
1,51 (1 )

36 5
BeV B


− + +  

3
2

 
2

ex

9
1,51 (1 )

36 5
BeV B


− + +  

5
2  

2

ex1,51 (1 ) 3
36

BeV B


− + +

 

 Do đó ta có các mức năng lượng của nguyên tử Hydro khi xét đến cấu 

trúc tinh tế và hiệu ứng Zeeman. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Như vậy trong hiệu ứng Zeeman mỗi mức năng lượng được tách thành 2j 

+ 1 mức, tương ứng với các giá trị có thể của mj. Đối với các từ trường yếu so 

với từ trường bên trong nguyên tử, sự tách mức trên là khá nhỏ so với cấu trúc 

tinh tế của nguyên tử. 

2.2. BÀI TOÁN NHIỄU LOẠN CHO NGUYÊN TỬ HELI 

Hình 2.3: Hiệu ứng Zeeman ứng với n = 1, 2 của nguyên tử Hydro 

3
2

2P
 

1
2

1S
 

1
2jm = −

  

3
2jm = −

  

1
2jm =   

1
2jm =   

3
2jm =   

1
2jm =   

1
2

2P
 

1
2jm = −

  

1
2jm =   

1
2

2S
 

1
2jm = −

  

1
2jm =   
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Nguyên tử Heli gồm một hạt nhân điện tích +2e và hai electron 1-4. 

Theo (1.10) và (1.11) Hamilton của nguyên tử Heli là:  

( )
2 2 2 2

2 2

1 2

0 1 0 2 0 1 2

1 1 1ˆ
2 4 4 4

Ze Ze e
H

r r r r   
= −  + − − +

−

h
r r

  

(2.50) 

Số hạng thứ nhất là động năng của hai electron. Ba số hạng sau lần lượt là thế 

năng tương tác tĩnh điện giữa hạt nhân và electron thứ nhất, hạt nhân và electron 

thứ hai, và giữa hai electron. 

 Hamilton cho electron thứ nhất: 

 

2 2
2

1 1

0 1

1ˆ
2 4

Ze
H

r 
= −  −

h

      

(2.51) 

cho electron thứ hai: 
2 2

2

2 2

0 2

1ˆ
2 4

Ze
H

r 
= −  −

h

    

(2.52) 

và Hamilton tương tác giữa hai electron:

 

2

0 1 2

1ˆ
4

ee

e
H

r r
=

−
r r

  

(2.53) 

Ta viết lại Haminton của nguyên tử Heli thành 3 phần: 

  1 2 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ee eeH H H H H H= + + = +      (2.54) 

trong đó 0 1 2
ˆ ˆ ˆH H H= +  là tổng Hamilton của từng electron và thế năng tương tác 

giữa hai electron ˆ
eeH được xem như là Hamilton nhiễu loạn. 

 Bài toán lượng tử cho nguyên tử Heli trở thành bài toán cho hai nguyên tử 

Hidro và phần thế năng tương tác giữa hai electron ˆ
eeH được coi là Hamilton 

nhiễu loạn đóng góp vào lời giải thông qua các bổ chính. 

 Phương trình Schrodinger cho nguyên tử Heli khi không tính đến thế năng 

tương tác giữa hai electron: 
00 0 0ˆ

n nnH E =
 
hay:

 
 

 

2 2 2 2
2 2 0 0 0

1 2

0 1 0 2

1 1

2 4 2 4
n n n

Ze Ze
E

m r m r
 

 

 
−  − −  − = 
 

h h

   

(2.55)

 

 Trên cơ sở lời giải chính xác cho bài toán nguyên tử Hydro nhận thấy hàm 

sóng 0

n  mô tả trạng thái của nguyên tử Heli là hàm số phụ thuộc vào toạ độ của 
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mỗi electron ( ) ( ) ( )0 0 0 0

1 2 1 2,n n n nr r r r   = =
r r r r

 và là kết quả của hai hàm sóng của 

nguyên tử Hydro. Ở trạng thái cơ bản n = 1 hàm sóng của nguyên tử Heli có 

dạng:  

  0 1 2 100 1 100 2( , ) ( ) ( )r r r r  =
r r r r

 

 Hay: 
1 2

3
(r r )

0 1 2 3
( ,r )

Z

a
Z

r e
a




− +

=
     

(2.56)
 

Năng lượng của nguyên tử Heli ở trạng thái cơ bản n = 1: 

 
( )

2 2
0

1 2 2
13,6 13,6

1 1

Z Z
E eV= − −

     

(2.57)
 

 Bây giờ chúng tôi vận dụng lý thuyết nhiễu loạn để tính phần hiệu chỉnh 

năng lượng do Hamilton tương tác giữa hai electron gây ra. 

Theo (1.24) bổ chính gần đúng bậc 1 về năng lượng: 

0

1 2 1 2

1 2

1 *

1 0 1 2 ee 0 1 2 1 1 2 ee 0 1 2 2

3 2 3
(r r ) (r r )

1 23 3

0 1 2

2
(r r )

6 2

1 22 6

0 1 2

ˆ ˆ(r , r ) (r , r ) (r , r ) (r , r )

1

4

4

Z Z

a a

Z

a

E H dr H dr

Z e Z
dr e e dr

a r r a

Z e e
dr dr

a r r

   

  

 

− + − +

− +

= =

=
−

=
−

 

 

 

r r

r r
r r

r r
r r

 (2.58)

 

Ta tính 

1 2

2
(r r )

2

1 2

Z

ae
I dr

r r

− +

=
−

r
r r

        

(2.59) 

Với tích phân này không làm mất tính tổng quát giả sử 1r
r

 nằm dọc theo trục z và 

chuyển tích phân về toạ độ cầu ta được: 

 
2 2

2 2 2 2 2dr d dr sindr r r d d  =  =
r

 

 1 2

2 2

1 2 1 22 cosr r r r rr − = + −
r r

 

Tích phân (2.59) trở thành: 

1 2 1 2

2

1 2

2 2
(r r ) (r r )2

2

2 2 2 2
1 2 0 0 0 1 2

sin
2 cos

Z Z

a ae e
I dr r dr d d

r r r r rr

 

  


− + − +

= =
− + −

   
r

r r  
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Nhận thấy 
2

0

2d



 =
 

nên 

1 2

2

1 2

1 2

2

1 2

1 2

1 2

2
(r r )

2

2 2 2
0 0 1 2

2
(r r )

2

2 2 2
0 0 1 2

2
(r r )

2

2 2 2 2
0 01 2

1 2

2 sin
2 cos

2 ( cos )
2 cos

1
2 ( cos )

2
cos

2

Z

a

Z

a

Z

a

e
I r dr d

r r r r

e
r dr d

r r r r

e
r dr d

r r r r

r r







  


 


 



− +

− +

− +

=
+ −

= −
+ −

= −
+

−

 

 

 

 

Ta biết rằng 2
dx

a x const
a x

= + +
+

  

Do đó: 

( )

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

2 2
1 20

0

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1
( cos ) 2 cos

2
cos

2

2 2
2 1 2 1 2

2 2 2 2

2

2

r r
d

r rr r

r r

r r r r r r r r r r r r

r r r r r r r r

r r r r
r r

 




 



=

=

+
− = −

+
−

 + + + + + −
 = + − − = −
 
 

= + − −



 

Vì vậy: 

( )
1 2 1 2

2 2
(r r ) (r r )

2

2 2 1 2 1 2 2

1 2 0 1 2 1 2

2
2

2 2

Z Z

a ae e
I dr r r r r r dr

r r r r r r


− + − +

= = + − −
− 

r
r r  

( )
1 2

2
(r r )

2

2 1 2 1 2 2

1 20

2

Z

ae
I r r r r r dr

r r


− +

= + − −  

Nhận thấy nếu: 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2, 2r r r r r r r r r r r + − − = + − + =  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1, 2r r r r r r r r r r r + − − = + + − =  

Do đó ta có:  



38 

 

( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 21

1

1 2 1 21

1

2
(r r )

2

2 1 2 1 2 2

1 20

2 2
(r r ) (r r )

2 2

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

1 2 1 20

2 2
(r r ) (r r )

2 2

2 2 2 2 1 2

1 2 1 20

2

2 2

2 2 2 2

Z

a

Z Z
r a a

r

Z Z
r a a

r

e
I r r r r r dr

r r

e e
r r r r r dr r r r r r dr

r r r r

e e
r r dr r rdr

r r r r



 

 

− +

− + − +

− + − +

= + − −

= + − − + + − −

= +



 

 

 

  

1 21
1 2

1

1 1
2 1 2

1

2
(r r )

2
(r r )

2

2 2 2 2

10

2
r

2 2 2
r r r

2

2 2 2 2

1 0

4 4

4 4

Z
r Za

a

r

Z
r Z Z Za

a a a

r

e
r dr e r dr

r

e
e r dr e e r dr

r

 

 

− + 
− +

− 
− − −

= +

= +

 

 

 

 

( ) ( )
1

1 1 1

1

1

2
r

2 2 23
r r r

2 2

1 1 1

1

2
r

23
r

1

1

4 4 8 4 4
32 32 16

2
1 1

8

Z
Z Z Za
a a a

Z
Za
a

e a a a
e a ar r e e a r

r

a e r
e

r a

 



−
− − −

−
−

   
= − + + + +   

   

  
= − +  

  

 

Ta thế tích phân I đã tính được như trên vào công thức tính bổ chính gần đúng 

bậc 1 của năng lượng: 

1 2

1

1

1

1

2
(r r )

6 2
1

1 0 1 2 ee 0 1 2 1 22 6

0 1 2

2
r

26 2 3
r

1
12 6

0 1

2
r

26 2 3
r

2 1
1 12 6

0 10

2

1

0

ˆ(r , r ) (r , r )
4

2
1 1

4 8

2
1 1

4 8

4

Z

a

Z
Za
a

Z
Za
a

Z e e
E H dr dr

a r r

Z e a e r
dr e

a r a

Z e a e r
r e dr d

a r a

e
r

 
 



 



 



− +

−
−

−
−

= =
−

  
= − +  

  

  
= − +   

  

=

 



 

r r
r r

r

1 1

1

2 2
r r

1
1

0

0

0

2
1 1

5 1 5

4 2 4 4

Z Z

a a
r

e e dr
a

Z e Z
E

a 


− −  

− +  
  

 
= − − = − 

 



  (2.60)
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Chú ý tới (2.57) ta được năng lượng của nguyên tử Heli ở trạng thái cơ bản khi 

có sự hiệu chỉnh năng lượng do thế năng tương tác giữa hai electron gây ra là: 

 2 2

1

5
13,6 13,6 13,6

4

Z
E Z Z= − − +

     
(2.61) 

Đối với nguyên tử Heli Z = 2 ta có:  

 2 2

1

5.2
13,6.2 13,6.2 13,6 75

4
E eV= − − + = −

    
(2.62) 

So sánh với kết quả thực nghiệm 78.795gE eV= −  8. nhận thấy kết quả trên có 

độ chính xác tới 5%. 

Trên cơ sở lý thuyết nhiễu loạn và lời giải chính xác của bài toán nguyên 

tử Hydro, trong nghiên cứu này chúng tôi đã làm rõ được quá trình tính toán để 

đưa ra kết quả chính xác của sự hiệu chỉnh mức năng lượng của bài toán nguyên 

tử Hydro trong trường điện từ. Bên cạnh đó làm rõ được quá trình tính toán năng 

lượng của nguyên tử Heli ở trạng thái cơ bản với độ chính xác cao. 
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KẾT LUẬN 

Qua quá trình nghiên cứu đề tài đã đạt được: 

1. Trình bày lý thuyết nhiễu loạn một cách hệ thống, logic và ngắn gọn so với 

các giáo trình cơ học lượng tử hiện hành trong nước bằng cách sử dụng phương 

pháp toán tử và kí hiệu Dirac. Trên cơ sở đó bên cạnh việc thiết lập biểu thức 

cho các bổ chính bậc 1 và bậc 2 chúng tôi đã đưa ra phương pháp để xây dựng 

các bổ chính bậc cao hơn như: bậc 3, bậc 4… 

2. Ứng dụng lý thuyết nhiễu loạn để giải bài toán nguyên tử trong cơ học lượng 

tử: 

- Tính được hiệu chỉnh năng lượng của nguyên tử Hydro khi đặt trong điện từ 

trường ngoài ứng với các trạng thái lượng tử n = 1, 2, 3. 

- Tính được năng lượng ở trạng thái cơ bản của nguyên tử Heli với độ chính xác 

cao. 

 Lý thuyết nhiễu loạn đã được áp dụng cho các hệ thực như nguyên tử 

Hydro trong trường ngoài, nguyên tử Heli nhưng mới dừng lại ở gần đúng bậc 

nhất trong khi đó phần cơ sở lý thuyết đã đưa ra công thức cho các gần đúng bậc 

cao hơn như bậc hai, bậc ba…Bên cạnh đó lý thuyết nhiễu loạn chỉ áp dụng 

trong trường hợp “nhiễu” là khá nhỏ. Với các nhiễu loạn có cường độ lớn thì cần 

phải áp dụng các lý thuyết khác như: phương pháp biến phân, gần đúng Hatree 

Fork, phương pháp toán tử FK…Những hạn chế này sẽ là mục tiêu để chúng tôi 

mở rộng nghiên cứu trong các công trình tiếp theo. 
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