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MG DAU
1. Tinh cAp thiét cha dé tai

Su hoi tu ctia tong c6 trong s6 cac bién ngdu nhién cé nhiéu ting dung
trong dieu khién ngdu nhién va théng ké toan hoc, nhu cac mo hinh hoi quy
phi tham s6, phuong phap danh gi& binh phuong tdi thiéu,... Cac két qua
co dién veé su hoi tu clia tong co trong s6 cac bién ngdu nhieén thuong duge
nghién citu trén day cac bién ngau nhién doc lap. Tuy nhién, khai niém
doc lap 1a mot tinh chat manh, rat khé théa man. Cac hién tuong ngau
nhién x4y ra trong thyc tién thusng phu thudc lan nhau. Do do, ching ta
phai tim hiéu, nghién citu cac kiéu phu thudc khac nhau dé phit hop véi
nhitng bai toan tng dung trong thiyc té nhu: phu thuoc martingales, lien
két am, phu thuoc am, phu thuoc am doi mot,... Logic tu nhién cta su
phat trién cac dinh 1y giéi han trong Iy thuyét xac suat da dan dén nhiéu
két qua tong quat hon céc két qua cd dien. Mot trong nhing huéng tong
quat do6 1a nghién cttu cac dinh 1y giéi han clia cac phan tit ngau nhién
trong cac khong gian trttu tugng khac nhau nhu: khéng gian metric, khong
gian Banach, khong gian Hilbert,... V6i nhiing 1y do trén chiing t6i chon
nghien citu dé tai “Su hoi tu clia tong co trong sd cac phan tit ngdu nhien
phu thudc trong khong gian Hilbert”.

2. Toéng quan tinh hinh nghién cifu thudc finh vuc cia dé tai

Céc kieéu phu thuoc déi véi cac phan t& ngdu nhién nhan gia tri trong
khong gian Hilbert, khong gian Banach da dudgc nghién ciu tir rat lau béi
nhiéu nha toan hoc 16n nhu Hoffmann-Jorgensen va Pisier (1976), Pisier
(1986), Ledoux va Talagrand (1991)... Cho dén nay, cac dinh 1y giéi han
trong 1y thuyét xac suat luon duge cac nha toan hoc trén thé gisi quan tam
nghién cttu. Nhitng nam gan day, huéng nghién ctiu cic dinh 1y giéi han
trong 1y thuyét xac suat cho cac phan tit ngadu nhién phu thuoc nhan gia
tri trong cac khong gian tritu tugng khac nhau nhu: khéng gian metric,
khong gian Banach, khong gian Hilbert,... ngay cang phat trién. Huéng
nghién citu nay da c6 nhiéu tng dung trong vat Iy lugng ti, khoa hoc
mAy tinh,... Nhiéu nhém nghién citu manh da thu dugc nhitng két qui tét
theo huéng nay nhu: Gilles Pisier, Micheal Talagrand, Andrew Rosalsky,
Lé Van Thanh, Nguyén Van Quang, Ta Cong Son,...

Anh [2] da thiét lap luat manh s 16n Loeve cho day céc bién ngiu
nhién m-phu thuoc am doi mot. Anh, Hién, Thanh, Van [4, Dinh 1y 4.1]
da thiét lap su hoi tu day du clia tong cé trong sé cac bién ngdu nhien
phu thuoc am doi mot véi trong s6 R(n) trong d6 R(-) 1a ham bién doi



chinh quy. Hién, Thanh, Van [9] da gi6i thi¢u khai niem phu thudoc am doi
mot theo toa do clia ddy cac phan tit ngdu nhién nhan gia tri trong khong
gian Hilbert thuc, kha ly. Hién, Thanh, Van da xay dung luat manh sé 16n
Rademacher-Menshov cho day cac phan tit ngadu nhién phu thuoc am doi
mot theo toa do va theo khoi nhan gia tri trong khong gian Hilbert thuec,
kha ly [9, Dinh 1y 3.1] v& xay dung sy hoi tu day di clia tong cé trong
sO cac phan tit ngadu nhién phu thuoc am doi mot theo toa do nhan gia
tri trong khong gian Hilbert thuc, kha ly [9, Dinh 1y 3.3]. Vi vay, viéc xay
dyng luat manh s6 16n Loeve (md rong ctia luat manh s6 16n Rademacher-
Menshov) cho diy cdc phan tit ngau nhién phu thudc am doi mot theo toa
do va theo khoi trong khong gian Hilbert va viéc xay dung su hoi tu day
di clia tong c6 trong s6 cac phan ti ngdu nhién phu thudc am doi mot
theo toa do nhan gia tri trong khong gian Hilbert v6i trong s6 biéu dién
qua ham bién doi chinh quy sé cho chiing ta két qua méi, c6 ¥ nghia khoa
hoc.
3. Muc dich va nhiém vu nghién ciru
Muc dich nghién cdu:
Xay dung mot s6 két qua vé sut hdi tu clia tong co trong sé cac phan
tt ngau nhién phu thudc trong khong gian Hilbert.
Nhiém vu nghién ctu:
- Xay dung luat manh s6 16n ctia ddy cac phan tit ngau nhién phu
thuoc trong khong gian Hilbert.
- Xay dung su hoi tu day di ctia tong c6 trong so cac phan tit ngdu
nhién phu thudc trong khong gian Hilbert.
4. D6i tugng va pham vi nghién ciu
Pbi tuong nghién ciu: Luat manh s6 16n, su hoi tu day dd, cac phan
tt ngdu nhién phu thuoc trong khong gian Hilbert, ham bién doi cham.
Pham vi nghién citu: Tinh phu thuoc trong 1y thuyét xac suat, sy hoi
tu clia tong c6 trong so6 cac phan tit ngdu nhién trong khong gian Hilbert.
5. Cach tiép can va phuong phap nghién citu
Cach tiép can: Ly thuyét.
Phuong phap nghién cttu: Phan tich cac két qua da dat dugc, tir do
van dung k¥ thuat xay dung cac két qua dé vao mo hinh téng quat hon.



Chuong 1

CO SO LY THUYET

1.1. SU PHU THUOC CUA CAC BIEN NGAU NHIEN
Nam 1966, Lehmann [12] da phat biéu khai niém phy thudc am nhu sau.

Dinh nghia 1.1.1 ([12]). Hai bién ngau nhién X va Y dugc goi 1a phu
thudc am néu

P(X <z,Y <y) < P(X <x)P(Y <y) v6i moi z,y € R.

Bo dé 1.1.2 ([12]). Cho X va Y la cdc bién ngau nhién. Cdc ménh dé
sau la tuong duong:

(i) X va'Y phu thuoc am,

(1)) P(X <z,Y <y) < P(X <x)P(Y <y) véi moi x,y € R,

(i) P(X <z,Y <y) < P(X <z)P(Y <vy) vdi moi x,y € R,

(w) P(X <z,Y <y) < P(X <x)P(Y <vy) vdi moi z,y € R.

Nhan xét 1.1.3. Néu cac bién ngiu nhien X va Y doc lap thi X va Y
phu thuoc am. Tuy nhién, vi du sau day chitng t6 rang ton tai cic bién
ngau nhién phy thudéc am nhung khong doc lap.

Xét khong gian xac suat (Q, F, P), v6i Q = {1,2,3,4}, F = P(Q) va

P(A) = % v6i moi A € F. Lay B = {1,2},C = {2,3,4}. Khi d¢, I(B)

va I(C) 1a cac bién ngau nhién phu thuoc am nhung khong doc 1ap.

Bo6 dé 1.1.4 ([12]). Cho X wa Y la cdc bién ngdu nhién. Cdc ménh dé
sau la tuong duong:

(i) X va'Y phu thugc am,

(i) P(X > z,Y <y) > P(X >x)P(Y <vy) vdi moi x,y € R,

(1)) P(X <x,Y >y) > P(X <z)P(Y >y) vdi moi x,y € R,

(w) P(X >xz,Y >y) < P(X >xz)P(Y >vy) vdi moi x,y € R.

Nhan xét 1.1.5. Hai bién ngau nhién X va Y phu thuoc am khi va chi
khi —X va —Y phu thudc am.

B6 dé 1.1.6. Gid stt X va 'Y la hai bién ngau nhién phu thuoc am, f va
g la cic ham tang trén R. Khi dé f(X) va g(Y') phu thudoc am.
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Tt BS dé(1.1.6] ta dé dang thu dudc céc hé qua sau day.

Hé qua 1.1.7. Gid st X va 'Y la hai bién ngau nhién khd tich, phu thuoc
am. Khi d6 X — EX vaY — EY la hai bién ngau nhién phu thuoc am.

Hé qua 1.1.8. Gid st X,Y la hai bién ngdu nhién phu thuoc am va
a,b,c,d la cic s6 thue théa man a < b, ¢ < d. Dt

X1 = al(X < a) + XI(a < X < b)+bI(X > b),
Vi=c(Y <o)+ YI(e <Y <d)+dI(Y > d).

Khi dé X, va Yy la hai bién ngau nhién phu thudc am.

Dinh nghia 1.1.9 ([14]). Day cac bién ngau nhién {X,,,n > 1} dugc goi
1& phu thudc am doi mot néu véi moi ¢ # j ta co6 X; va X phu thuoc am.

Ho céc bién ngau nhién {X;, 1 <i < n} dugc goi 1a phu thudc am doi
mot néu véi moi ¢ # j ta ¢6 X; va X; phu thuoc am.

Dinh nghia 1.1.10. Day cac bién ngau nhién {X,,n > 1} dugc goi la
phu thudc am doi mot theo khoi néu véi mdi k > 1, ho cac bién ngau nhién
{X;, 2871 <i < 2%} 1a phy thuoc am doi mot.

Nhan xét 1.1.11. Mot tap hop con clia tap cac bién ngau nhién phu
thuoc am doi mot 1a tap cac bién ngau nhién phu thuoc am doi mot.

Tt Nhan xét Bo6 dé ta chting minh dudc bd dé sau day.

Bo6 dé 1.1.12 ([13]). Néu {X1, Xs,..., X} la ho cdc bién ngdu nhién
phu thuoc am doi mot va fi, fa, ..., fn la cdc ham cung gidm hodc cung
tang th { f1(X1), f2(X2), ..., [o(X0)} la ho cdc bién ngau nhién phu thudc

am dot mot.

Nam 1981, Alam va Saxena [I] d& dua ra mot khai niém phu thuodc
manh hon tinh phu thudéc am va phy thudéc am doi mot, dé 1a khai niém
lien két am clia ciac bién ngau nhieén.

Dinh nghia 1.1.13 ([1]). Ho céac bién ngau nhien {X;, 1 <i < n} dugc
goi 1a lién két am néu

Cov(f(Xyi € A),g(X,,j € B)) <0,



v6i moi cdp cac tap con roi nhau A, B cta tap {1,2,...,n} v& v6i moi
ham khong gidm theo toa do f : R — R, ¢ : Rl — R sao cho ton tai
Cov(f(Xi,i € A),9(Xj,j € B)), trong d6 |A] 1a ki hieu lyc lugng cia
tap A.

Day cac bién ngau nhien {X,, n > 1} dugc goi la lien két am néu voi
moi n > 1, ho hitu han céc bién ngau nhien {X;, 1 <7 < n} lalien két am.,

Nhan xét 1.1.14. i) Tap hgp cac bién ngau nhién doc lap la tap cac bién
ngau nhién lien két am.

ii) Mot tap hop con ciia tap cac bién ngau nhién lien két am 1a tap cac
bién ngau nhién lién két am.

Dinh nghia 1.1.15. D&y cac bién ngau nhien {X,,, n > 1} dugc goi la
lien két am theo khoi néu véi v6i moéi k& > 1, ho cac bién ngau nhién
{X;, 281 <i < 2%} 1a lien két am.

Meénh dé 1.1.16 ([7]). Ho hai bién ngau nhien {X,Y} la lien két am khi
va chi khi X va'Y la phu thuoc am.

Ménh dé 1.1.17 ([7]). Gid st {X1, Xa,..., X} la day cdc bién ngau
nhién lién két am, Ay, As la cdc tap con roi nhau cia tap {1,2,...,n} va
v, mot X1, To, ..., Ty, € R. Khi do, ta co

va

P(AX7 >xi,i:1,_n) < P(Xz > T, 1 EAl)P(XZ >$'Z',7;€A2).

Nhan xét 1.1.18. Tt Ménh dé|1.1.17|ta thay rang, néu { X1, X, ..., X,,}
1a cac bién ngau nhien lien két am thi { X, Xo, ..., X,,} 14 cac bién ngau

nhién phu thudoc am doi mot. Tuy nhién, diéu ngude lai néi chung khong
ding. Chiing ta c6 thé tham khio phan vi du trong [7].

1.2. SU PHU THUOC CUA CAC PHAN TU NGAU NHIEN TRONG
KHONG GIAN HILBERT

Trong toan bo dé tai, ching toi ky hieu H 1a khong gian Hilbert thuc, kha

ly v6i hé co s6 truc chuan {e;, j € B}, tich vo huéng (-,-) va chuan || - ||.

Nam 2001, Zhang [17] da phat biéu khai niém lién két am cho cac phan
t1t ngdu nhién nhan gié tri trong R¢ nhu sau.
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Dinh nghia 1.2.1 ([17]). Ho cac phan tit ngdu nhien {X;, Xy, ..., X}
nhan gia tri trong R duoc goi 1a lien két am néu

Cov(f(Xi,ie€ A),9(Xj,j € B)) <0,

théa méan v6i moi cap céc tap con rdi nhau A, B cua tap {1,2,...,n} va
v6i moi ham thue khong gidm theo toa do f tren R4 va ¢ tren RIP1 sao
cho ton tai Cov(f(X;,i € A),g(X;,j € B)).

Day cac phan ti ngau nhién {X;,7 > 1} nhan gia tri trong R? dugc goi
1a lien két am néu v6i moi n > 1, ho hitu han cac phan t& ngau nhién
{X1, Xs,..., X, } 1a lien két am.

Ko, Kim va Han [11] tiép tuc mé rong khai niem lien két am cho day
cac phan tt ngdu nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert thic, kha ly.

Dinh nghia 1.2.2 ([11]). Day cic phan t1t ngdu nhien {X,,,n > 1} nhan
gia tri trong H dudc goi 1a lien két am néu moi d > 1, day cac phan ti
ngau nhien {((X;, e1),...,(X;,e4)), i > 1} nhan gia tri trong R? Ia lien
két am.

Thanh [16] da dua ra khai niém lien két am theo khoi cho day cac phan
tt ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert thye, kha ly.

Dinh nghia 1.2.3 ([16]). Day cac phan ti ngau nhién {X,,,n > 1} nhan
gia tri trong H dudc goi 1a lién két am theo khoi néumdid > 1, mdi k > 1,
ho céc phan tit ngdu nhien {((X;, e1),. .., (X;, eq)), 2871 <4 < 2F} nhan
gia tri trong R? 13 lien két am.

Nam 2014, Huan, Quang, Thuan [I0] d4 md rong khai niém cia Ko,
Kim va Han [11] sang lien két am theo toa do ctia day cadc phan tit nhan
gia tri trong khong gian Hilbert thuyc, kha ly nhu sau.

Dinh nghia 1.2.4 ([10]). Day cic phan tit ngau nhién {X;,i > 1} nhan
gia tri trong H dudc goi 1a lién két am theo toa do néu v6i mdi j € B, day
cac bién ngau nhién {(X;, e;),i > 1} 1a lien két am.

Nhan xét 1.2.5. Mot diy cac phan t ngau nhién lien két am nhan gia
tri trong khong gian Hilbert thi liéen két am theo toa do. Tuy nhién, diéu
ngude lai néi chung khong ding. Chiing ta c6 thé tham khao phan vi du
trong [10].



Tiép theo, ching t6i dua ra khai niém lién két am theo toa do va theo
khéi cho day cac phan tit ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert
thuc, kha ly.

Dinh nghia 1.2.6. Day cac phan ti ngdu nhién {X,,n > 1} nhan gia
tri trong H dudce goi 1a lién két am theo toa do va theo khoi néu véi mdi
j € B, day céc bién ngdu nhien {(X;, e;),7 > 1} 1a lien két am theo khoi.

Duya vao § tuéng ctia Huan, Quang, Thuan [10], ndm 2019, Hién, Thanh,
Van [9] da xay dung khai niém phu thudoc am doéi mot theo toa do cliia day
cac phan tif ngau nhién nhan gia tri trong khong gian Hilbert thuc, kha
ly nhu sau.

Dinh nghia 1.2.7. Day cac phan tif ngau nhién {X;,7 > 1} nhan gia tri
trong H dudc goi 1a phu thuoc am doi mot theo toa dé6 néu véi mdi j € B,
day cac bién ngdu nhién {(X;, e;),7 > 1} 1a phu thudc am doi mot.

Sau day ching t6i dua ra khai niém phu thudoc am doi mot theo toa do
va theo khéi cho day cic phan tit ngdu nhién nhan gia tri trong khong gian
Hilbert thuc, kha ly.

Dinh nghia 1.2.8. Day cac phan tit ngau nhién {X;,¢ > 1} nhan gia tri
trong H dude goi 1a phu thuoc am doi mot theo toa do va theo khoi néu
v6i mdi j € B, day cac bién ngdu nhien {(X;, e;),7 > 1} la phu thudc am
doi mot theo khoi.

Chu y 1.2.9. Khi ching ta néi day cdc phan tit ngdu nhien {X;,7 > 1}
la lien két am theo toa do (phu thuoc am doi mot theo toa do), ching
ta hiéu rang day cac phan ti ngau nhién nay la lien két am theo toa do
(phu thudc am doi mot theo toa do) tuong ting v6i hé co s true chuan
{e;,j € B} cha H.

Huan, Quang, Thuan [10] da xay dung bat dang thic cuc dai dang
Kolmogorov nhut sau cho day cac phan tit ngau nhién lién két am theo toa
do nhan gia tri trong khong gian Hilbert thuc, kha ly nhu sau.

B6 dé 1.2.10 ([10]). Cho {X,,n > 1} la ddy cdc phan ti ngau nhién
lien két am theo toa do, ky vong 0, nhdn gid tri trong H va E||X,||* < oo,
n > 1. Khi do, voi motn > 1, ta cé

k
E | max E X;
1<k<n —
1=

) n
> < 22 B X
i=1
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Bo6 dé sau day dugc chitng minh béi Hién, Thanh, Van [9].

Bo dé 1.2.11 ([9]). Cho {X,,n > 1} la day cdc phan ti ngau nhién
phu thuoc am dor mot theo toa do, ky vong 0, nhan gia tr; trong H va
E||X,||* < 0o, n > 1. Khi dé, véi moin > 1, ta cd

k 9 n
. < 2 112
E (11’21]?2% ;XZ ) < 2log (2n);EHXz|| :

1.3. HAM BIEN DOI CHAM

Sau day ching to6i trinh bay dinh nghia va mot s6 tinh chat ctia ham bién
d6i cham.
Dinh nghia 1.3.1 ([15]). Ham s6 thuc R(:) dugc goi 1a ham bién doi
chinh quy véi chi s6 bién ddi chinh quy p (v6i p € R) néu né 1 ham do
dugce, duong trén [A, 00), v6i A > 0, va v6i mdi A > 0 ta ¢
R(A
lim (Az)
T—00 R(ZL‘)
Mot ham bién déi chinh quy véi chi s6 bién doi chinh quy p = 0 dudc goi

=\ (1.1)

N N - £ 2. P
1a ham bien doi cham.

Nhan xét 1.3.2. Néu L(z) 1a ham bién ddi cham trén [A, 00) va o > 0,
thi L(z®) la ham bién doi cham trén [A%, 00).

Chu y 1.3.3. Trong [I5, tr. 2], Seneta da ching minh dugc rang R(-) l1a
ham bién doi chinh quy, v6i chi s6 bién dbi chinh quy p khi va chi khi n6
viét dudi dang

R(z) = 2’ L(x) (1.2)

trong d6 L(-) 1a ham bién ddi cham.

Dinh 1y sau day la mot két qua co ban trong 1y thuyét ham bién doi
cham va dude goi 1a dinh Iy biéu dién.
Dinh 1y 1.3.4 ([5]). Mot ham L(-) do duge, duong xac dinh trén [A, 0o),
vdi A > 0, la ham bién doi cham khi va chi khi ton tai B > A sao cho

L(z) = c(z) exp < / ’ 8(u)du>

B u

vdi moi x > B, trong dé c(-) la ham do duge, bi chin, duong, zac dinh
trén [B,00) théa man lim c¢(x) = ¢ € (0,00) va () la ham lién tuc, zdc
T—r00

dinh trén [B,00) théa man lim e(x) = 0.
T—00



B6 dé tiép theo chi ra rang, ching ta c6 thé xap xi mot ham bién doi
cham L(-) béi ham bién ddi cham kha vi L;(+). Chting minh két qua nay
c6 thé xem Galambos va Seneta [, tr. 111].

Bo6 dé 1.3.5 ([8]). Cho ham bién doi cham L(-) zdc dinh trén [A, o),
vdi A > 0. Khi dé ton tai ham bién doi cham khd vi Li(-) xdc dinh trén
[B,00), vdi B> A, sao cho

L L
lim (:1:) =1 va lim * 1(56)

w50 Ly (2) T

Ngugc lai, néu L(+) la ham khd vi, duong va théa man

. xLl/(x)

thy L(+) la ham bién doi cham.

=0 (1.3)

B6 dé 1.3.6 ([4]). Cho p > 0, L(-) la ham bién doi cham wdc dinh trén
[A, 00), vdi A >0 va théa man (L.3). Khi do,
i) Ton tai B > A sao cho 2P L(x) la ham tdng trén [B, o), x PL(x) la
ham giam trén [B,00) va lim 2P L(z) = oo, lim ™ PL(z) = 0.
i) Voi moi A > 0, ta co
L(x)

lim ————=1

Z—00 L(gj + )\)

Chu y 1.3.7. Néu khong c6 gid thiét L(-) théa man ((1.3), thi ching ta
van ¢6 2P L(z) — oo,z PL(x) — 0, khi  — oo (xem Seneta [15, tr. 18]),
nhung khong cé su don diéu nhu trong Bo dé m ().

B6 dé 1.3.8 ([4, Bo dé 2.5]). Gid sitp > 1, ¢ € R va L(x) la ham bién
doi cham khd vi, xdc dinh trén [A, o0), vdi A > 0 nao dé. Khi do

= Li(k Li(n
S0 D

ke (p—Dnrt

k=n

Tiép theo, ching toi trinh bay vé ham liéen hgp Bruijn ciia mot ham
bién d6i cham.

Bo dé 1.3.9 ([5, Dinh ly 1.5.13]). Gid sit L(-) la ham bién doi cham.

Khi dé, ton tai duy nhat ham bién doi cham L(-) théa man

~

lim L(z)L(zL(z)) =1 va xh—>r20 Z(CL‘)L(IEZ(:U)) = 1.

T—00
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Dinh nghia 1.3.10 ([5, tr. 29]). Ham L trong B3 dé [1.3.9) dugc goi la
ham lién hop Bruijn ciua L va (L, L) duge goi 1a cap lién hgp hodc (cdp

lién hgp bién doi cham).
Ham lién hgp Bruijn ctia ham bién déi cham L ki hieu 1a L.

Chi y 1.3.11. Trong toan bo dé tai, ddi véi ham bién ddi cham L(-) x4c
dinh trén [A,00) v6i A > 0, ching t6i ky hiéu liéen hgp Bruijn cia L(-)
13 Z() Khong méat tinh tong quat, ching ta cé thé gia st E() cling xac
dinh trén [A, oo), dong thoi ca L(z) va L(z) déu bi chin trén cac khodng
doéng hitu han.

Bo dé 1.3.12 ([5, tr. 29]). Néu L(-) la ham bién doi cham théa man

(T

lim
Tr—00

— 1) log(L(x)) =0, (1.4)

vdt Ao > 1 nao do, thi voi moi o € R, ta co

L LELw)

lim = = (1.5)

va do dé ching ta cé thé chon z(x) = m
x

Dac biet, néu L(x) = log" x, x > 2 thi z(x) =log "z, x > 2, trong dé
v € R.

10



Chuong 2

SU HOI TU CUA TONG CO TRONG SO
CAC PHAN TU NGAU NHIEN PHU THUOC
TRONG KHONG GIAN HILBERT

2.1. LUAT MANH SO LGN CHO DAY CAC PHAN TU NGAU NHIEN
PHU THUOC TRONG KHONG GIAN HILBERT

Trong muc nay ching toi xay dung mot s6 dinh 1y dang luat manh s6 16n
cho day cac phan t1t ngau nhién phu thuoc am doi mot theo toa do va theo
khoi nhan gia tri trong khong gian Hilbert va cho day cic phan ti ngau
nhién lién két am theo toa do va theo khéi nhan gia tri trong khong gian
Hilbert. Cac két qua clia chiung t6i md rong Dinh 1y 3.1 ctia Hién, Thanh,
Van [9] v& mé rong Dinh 1y 2.2 ctia Thanh [16].

Gia stt {X,,,n > 1} 1a day cac phan ti ngau nhién trong H va {b,,n >
1} 1a day s6 duong khong giam. Véin > 1,5 € B, dat

Vi) = =, [(X) < =by) + XPT(XD| < by) + 0, [(X) > by),

n

Vé6i k> 0, dat

1 J
Te= g Y; - EBY;
g b2k+1 — ka ng}?;%-ﬂ Z( )
i=2k
1 j
Tk (b2k+1 — ka) log 2]€+1 2k$§§g+1 1_22;( )

Bo6 dé sau day ching ta c6 thé xem chitng minh cong thic (2.5) trong
16, tr. 278].

Bo dé 2.1.1. Gid st {X,,,n > 1} la day cdc phan ti ngdu nhién kj vong
0 trong H va {b,,n > 1} la day s6 duong, {r,,n > 1} la day s6 nhan gid
tri trong [1,2]. Khi dé vdin > 1 va j € B ta cé

EX?’(lj) 2[ Xé]) < bn _ EXr(ij) Tn
KPP <) | oy <20y

11



B6 dé sau day ching ta c6 thé xem chiing minh cong thic (2.13) va
(2.14) trong [16], tr. 280-281].

Bo dé 2.1.2. Gid st {X,,n > 1} la day cdc phan ti ngdu nhién kj vong
0 trong H va {b,,n > 1} la day s6 duong khong gidm thdéa man

0 ElX;L])‘T"
ZE:_ET_<m
n=1 jeB

trong do1 <r, <2, n>1. Khi do

oo

Y P(X, #Y,) < oo, (2.2)

n=1

va " my
Lt BYe o ki = oo (2.3)

by

Dinh 1y sau day thiét lap luat manh s6 16n duéi dicu kién dang Loeve
cho day cac phan tit ngau nhién phu thuoc am doi mot theo toa do va theo
khéi trong khong gian Hilbert. Két qua nay md rong Dinh 1y 3.1 ctia Hién,
Thanh, Van [9].

Dinh 1y 2.1.3. Gid st {X,, n > 1} la day cdc phan ti ngau nhién phu
thuoc am doi mot theo toa do va theo khoi trong H, ky vong 0. Gid su
{b,, n > 1} la day so duong, khong gidm théa man

7112% bz;j >1 wa ig%) bz;j < 00. (2.4)
Néu i, .
Z Z E‘%{’m log®(2n) < oo (2.5)
n=1 jeB K
trong do1 <r, <2, n>1, th
M — 0 h.c.c. khin — oo. (2.6)

by

12



Chli’ng minh. Ta co
Z E|Y, — EY, H2

> <Zlog nZE

n=1 n

JjEB
-y [ EIX PN < b) Do b)) og?
_z_;z o FPIXPI > b Jlogtn
n=1 jeB .
x E X(]) Tn
<23 S P M a0 @)

< oo (do (2.5)).

Ta c6 {Y,, — EY,, n > 1} la day cac phan tit ngau nhién phu thuoc am
doi mot theo toa do va theo khoi trong H. Véi k > 0,
2
305 )
=2k

(do diéu kien dau cta (2.4))

2k+171
C og2)? S E|Y; - BV

1=2k

(do B dé [L.2.11))
2k+1_1

E|Y; — EY 2
<C Z | | log?(2i).

J

1
ET? <CE ( max

ok+1 2k <j<2k+1

<
= b

i=2F
Tu d6 va (2.7) ta suy ra Y,y ETk < o0. Do dé
lim 7 = 0 h.c.c. (2.8)
k—o0
Vé6in > 1, gia st k > 0 thoéa man 2% < n < 21 ta ¢6
n k l
> 1Y = EYill _
= Y; — EY;
b, = ka 202 oo Z( )
=0 1=27
b2k~+1 b2j+1 - bgj
o ]z:; boj-+1 g (2.9)
< C Z b2]+1 - b2]

b2k+1

(do diéu kien sau cua (2.4)).
Tt Tu (2.8), (2.9) va Bo dé Toeplitz ta suy ra

i (Yi — BY]
izl 2 ) — 0 h.c.c. khi n — o0. (2.10)
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T (2.2), [2.3), (2.10) va B6 dé Borel-Cantelli ta suy ra (2.6)). O

Vi du sau day minh hoa cho Dinh 1y [2.1.3]

Vidu 2.1.4. Gia st {V,,, n > 1} 1a day céc phan tit ngdu nhién phu thuoc
am doi mot theo toa do trong H thod man

00 2
310820 S i < o 2.11)
nor 4 "
n=1 JjeB
trong do 1 < p <2, a>0. Gid st
X, = Viomyr, 2™ <n < 2™ m > 0.

Khi d6 {X,,, n > 1} la day cac phan tit ngdu nhién phu thuoc am doi mot
theo toa do va theo khoi trong H, ky vong 0. Ap dung (2.11)), ta c6

ZZElX log?(2n) < oo.

n=1 jeB
Do d6, ap dung Dinh 1y (2.1.3)) ta suy ra

. 1 —
lim EZXi—Oh.c.c.

=1

Vi du tiép theo chi ra ring trong Dinh 1y [2.1.3] ching ta khong thé thay
thé (2.5) bdi dieu kien

EIX I

n

log?(2n) = o(1).
jeB
Vi du 2.1.5. Cho b, = n'/?, r, = 2. Gia sit {X,,, n > 1} 1a day cac bién
ngau nhien doc 1ap, cung phan phéi N(0,1). Khi d6 {X,, n > 1} thoa
man dicu kién phu thuoc am doi mot theo khdi. Ta c6
— E| X" — log®(2n) 2 o log®(2n)
D leg’@n) = ) = RIS ) = = = o

va do d6 (2.5)) sai. Cha ¥ réng,
2?21 Xi _ Z?:l Xi

b il ~ N(0,1).
Vi vay (2.6) sai. Tuy nhién, ta c6
|b’" ol Jog2(ony = B B gy o 1B CR) G
n n
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Chi § 2.1.6. (i) Néu r, = 2, thi
D EIXPm =3 EIXJ]P = E||IX,|
jEB JjEB
Do d6, Dinh 1y md rong Dinh 1y 3.1 ctia Hién, Thanh, Van [9].
(ii) Néu B gom httu han phan tt thi (2.5)) tuong duong véi dieu kien
= E||X,||"
Z %log%Qn) < 0.
n=1 "

(iii) S. Csorgd, Tandori va Totik [6] da chiing minh réang véi day cac
bién ngau nhién doc lap doi mot, ky vong 0, thi diéu kien

= EIX,
D T <o
n

n=1

khong kéo theo luat manh s6 16n (2.6)) véi b, = n.

Dinh 1y tiép theo 1a mot dang bién déi ctia Dinh 1y [2.1.3]

Dinh ly 2.1.7. Gid st {X,,, n > 1} la day cdc phan ti ngdu nhién phu
thuoc am doi mot theo toa do va theo khoi trong H, ky vong 0. Gid su
{b,, n > 1} la day so duong, khong gidm théa man (2.4). Néu

o ()rn
Zzw;i < 00 (2.12)

n=1 jeB
trong do1 <r, <2, n>1, th

n
X
2in Xi — 0 h.c.c. khin — oo. (2.13)
b, log(2n)
Chu y 2.1.8. Néu B gom hitu han phan tit thi (2.12) tuong duong véi
dieu kien
oo
E|X, ||
EC
3o EIX,
n=1 "
Tung tu cach chimg minh Dinh 1y [2.1.3, ching t6i thiét lap luat manh
s6 16n duéi dieu kien dang Loeve cho day cac phan ti ngau nhién lien két
am theo toa do va theo khéi trong khong gian Hilbert. Két qui nay md
rong Dinh 1y 2.2 ctia Thanh [16].
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Dinh ly 2.1.9. Gid s {X,,, n > 1} la day cdc phan ti ngau nhién lién
két am theo toa do va theo khoi trong H, ky vong 0. Gid st {b,, n > 1} la
day so duong, khong gidm théa man (2.4). Néu dieu kién théa mdn
thi ta cé luat manh so lon (2.6)).

2.2. SU HOI TY DAY DU CUA TONG CO TRONG SO CAC PHAN TU
NGAU NHIEN PHY THUOC TRONG KHONG GIAN HILBERT
Trong muc nay, ching toi xay dung dinh Iy Baum-Katz cho day cac phan
ti ngau nhien phu thuoc am doi mot theo toa do, ciing phan phdi, nhan
gia tri trong khong gian Hilbert bang cach st dung thuat toan chitng minh
tuong tu ciia Anh va Hién [3]. Két qua ciia ching t6i mé rong Dinh 1y 3.3

ctia Hién, Thanh, Van [9].
Dinh ly 2.2.1. Gia st 1 < p < 2, ap > 1, {X, X,,, n > 1} la day cdc
phan t¢ ngdu nhién phu thuoc am doi mot theo toa do, cung phan phoi
nhan gid tri trong H va L(-) la ham bién doi cham xdc dinh trén [A, 0o),
vdi A > 0. Trong truong hop p = 1, ta gid si rang L(x) va la ham tdang
trén [A, 00). Dat

b, = n®L(n%), n > AY®,

Gid st {an;,n > 1,1 <i<n} la mdng cic hang s6 théa man

n
> al; < Cn vdi moin > 1. (2.14)
=1

Khi dé, néu phan ti ngau nhién X théa man
E(X)=0, Y E (\X(j)\pr(\X(j)| + A)> < 0, (2.15)
jeB
thi vdt moi € > 0 ta co

E n®2pP | max
1<k<n

n>Al/«

k

Z Ani X

=1

> ¢by, log(2n)> < 0. (2.16)

Ap dung Dinh 1y [2.2.1| véi L(z) = 1 ta c6 he qua sau day. He qua nay
md rong Dinh 1y 3.3 ctia Hién, Thanh, Van [4].
Hé qua 2.2.2. Gia st 1 <p <2, ap>1, {X, X,,n > 1} la day cdc
phan ti ngau nhién phu thuoc am doi mot theo toa do, cung phan phoi

nhan gid tri trong H. Gid si {an;,n > 1,1 <i < n} la mdng cic hing so
théa man (2.14). Khi dé, néu phan ti& ngdu nhién X théa man

E(X)=0, Y E <|X<f>\p) < 0,
jeB
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thi vdt moi € > 0 ta co

g n®2P [ max
1<k<n

nZAl/a

E am

> en® log(2n)> < 0.

Ap dung Dinh 1y 2.2.1| v6i a,,; = 1 vd ap = 1, ta suy ra he qua sau day.

Hé qua 2.2.3. Gid st 1 <p < 2va{X,X,, n>1} la diy cic phan ti
ngau nhién phu thuoc am doi mot theo toa do, cung phan phoi nhan gid tri
trong H va L(-) la ham bién doi cham zdc dinh trén [A, 00), vdi A > 0.
Khip =1, ta gid s rang L(x) > 1 va la ham tang trén [A, o0). Dat

b, = n'PL(n'/?), n > AP
Néu phan ti ngau nhién X théa man diéu kien (2.15) thi

k
> P (m 2%

n>Ap

> eby, log(?n)) < 00 vdi moi € > 0.

Heé qua sau day 14 mot két qua ve luat manh s6 16n.

Hé qua 2.2.4. Gid sit 1 <p < 2 va {X,X,, n > 1} la day cic phan ti
ngau nhién phu thuoc am doi mot theo toa do, cung phan phoi nhan gid tri
trong H va L(+) la ham bién doi cham, zdc dinh trén [A, 00), vdi A > 0.
Khip =1, ta gid st rang L(x) > 1 va la ham tang trén [A,oo). Dat

b, = n'/PL(n'/?), n > AP

Néu phan ti ngau nhién X théa man diéu kien (2.15) thi ta thu dugc ludt
manh so6 lon

1
t T Togn) 15, ZX =0 hee (2.17)
Xét truong hgp dac hiet 1 < p < 2, ap = 1, v > 0 va
L(z) = (logx)~"7, 2 > 2. Khi d6
ar—1/ « 1 1 1/ 1/
b, =n"L " (n%) = | - n'P(logn)”", n > 2,
p

va chiing ta c6 hé qua sau day.

Hé qua 2.2.5. Gid st 1 <p <2, v >0 wva{X, X,, n>1} la day cic
phan ti& phu thuoc am doi mot theo toa do, cung phan phoi nhan gid tri

17



trong H va {an;,n > 1,1 <i <n} la mdng hang s6 théa man (2.14). Néu
phan ti& ngdu nhién X théa man

E(X) =0, B (IXO/10g" (IX9)| +2)) < oo,

jeB
tha

k
Z n 1P | max Zam-Xi > e;nl/p(logn)lm+1 < 00 vdi moi € > 0.
n>Aa shsnli 3

Dac biét, ta thu duoe luat manh so lon

max HZf:l Xi

lim ==
n—00 nl/p(log n) 1/y+1

=0 h.cec (2.18)
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KET LUAN - KIEN NGHI

Két qua da dat duoc:

- Xay dung luat manh s6 16n Loeve cho ddy cac phan tit ngau nhién phu
thuoc am doi mot theo toa do va theo khoi trong khong gian Hilbert (Dinh
Iy va chi ra 2 vi du minh hoa. Két qui nay md rong Dinh 1y 3.1 clia
Hién, Thanh, Van [9)].

- Xay dung luat manh s6 16n Loeve cho day céc phan t ngau nhién
lien két am theo toa do va theo khdi trong khong gian Hilbert (Dinh ly
. Két qua ndy mé rong Dinh 1y 2.2 ctia Thanh [16].

- Xay dung dinh Iy Baum-Katz cho day cac phan tit ngau nhién phu
thuoc am doi mot theo toa do, cing phan phdi, nhan gia tri trong khong
gian Hilbert (Dinh 1y . Két qua nay mé rong Dinh 1y 3.3 ctia Hién,
Thanh, Van [9].

Huéng phat trién dé tai:

- Xay dung luat manh s6 16n Loéve cho mang kép cac phan ti ngau
nhién phu thudoc am doi mot theo toa do va theo khéi trong khong gian
Hilbert.

- Xay dung dinh ly Baum-Katz cho mang kép cdc phan tit ngiu
nhién phu thuoc am doi mot theo toa do, cing phan phoi, nhan gia tri
trong khong gian Hilbert
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