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Mở đầu

Lý thuyết các toán tử tích phân kì dị và các bài toán bờ Riemann của hàm

giải tích biến phức đã được xây dựng và phát triển mạnh mẽ trong vòng nửa thế

kỷ, từ những năm 1920 đến 1970. Các kết quả này gắn với tên tuổi nhiều nhà

toán học nổi tiếng như Carleman, Noether, Muskhelishvili, Gakhov, Vekua,. . .

Cùng song hành và tiếp ngay sau đó là sự ra đời của hàng loạt các lý thuyết các

toán tử kỳ dị trong không gian tuyến tính tổng quát gắn với lý thuyết phương

trình tích phân kì dị với dịch chuyển và liên hợp phức cũng như nhiều dạng bài

toán bờ khác.

Lý thuyết giải được của toán tử tích phân kì dị chỉ có dạng đầy đủ với toán

tử tích phân kì dị hai thành phần với dịch chuyển. Trong phạm vi của luận văn,

ta chỉ tập trung nghiên cứu tính giải được của phương trình tích phân kì dị với

dịch chuyển Carleman.

Cho Γ là chu tuyến đóng đơn và α(t) : Γ → Γ là dịch chuyển Carleman

(α(α(t)) ≡ t, α′(t) 6= 0, t ∈ Γ, α′(t) ∈ Hµ(Γ)). Ta xét toán tử

K = (aI + bW )P+ + (cI + dW )P− (1)

với W là toán tử dịch chuyển , (Wϕ)(t) = ϕ(α(t)), trong Hµ(Γ) (hoặc  Lp(Γ)).

Cùng với toán tử K, ta cũng xét toán tử bạn của toán tử K

K̃ = (aI − bW )P+ + (cI − dW )P−, (2)

trong Hµ(Γ) (hoặc Lp(Γ)). Khi đó, ta có hệ thức sau

1

2

(
I I
W −W

) (
K 0

0 K̃

) (
I W
I −W

)
= AP+ + BP− +D, (3)

trong đó

A(t) =

(
a(t) b(t)

b(α(t)) a(α(t))

)
, B(t) =

(
c(t) d(t)

d(α(t)) c(α(t))

)
nếu α = α+(t) bảo toàn hướng trên Γ, và

A(t) =

(
a(t) d(t)

b(α(t)) c(α(t))

)
, B(t) =

(
c(t) b(t)

d(α(t)) a(α(t))

)
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nếu α = α−(t) thay đổi hướng trên Γ.

Toán tử D =
1

2

(
0 (b(t)− d(t))(WSW − γS)
0 (a(α(t))− c(α(t))(WSW − γS)

)
, trong đó γ = ±1 nếu

α = α± là toán tử compact bởi vì toán tử D0 = WSW − γS là compact.

Lý thuyết Noether của toán tử (1) được phát biểu như sau:

α = α+ : ∆1(t) = c(t)c(α(t))− d(t)d(α(t)) 6= 0, ∆2(t) = a(t)a(α(t))− b(t)b(α(t)) 6= 0,

indK =
1

4π

{
arg

∆1(t)

∆2(t)

}
Γ

;

α = α(t)− : ∆(t) = a(t)c(α(t))− d(t)b(α(t)) 6= 0

indK = − 1

2π
{arg ∆(t)}Γ.

Từ hệ thức (3), suy ra

dim kerK + dim ker K̃ = dim ker(AP+ + BP− +D).

Vì vậy, lý thuyết giải được của toán tử đa thành phần với dịch chuyển (1) được

đưa về việc phân tích thành nhân tử toán tử ma trận không dịch chuyển

M = AP+ + BP− +D.

Tất cả các tài liệu liên quan đến lý thuyết giải được của toán tử đa thành

phần (1) được chia thành hai nhóm kết quả. Trong nhóm thứ nhất, lý thuyết

giải được của toán tử được xây dựng bằng phương pháp đưa toán tử đa thành

phần về toán tử hai thành phần, sử dụng các hạn chế về các hệ số a, b, c, d.

Trong nhóm thứ hai, lý thuyết giải được của toán tử đa thành phần (1) được

xây dựng với các hệ số a, b, c, d tùy ý thỏa mãn điều kiện Noether và với dịch

chuyển phân tuyến tính Carleman tác động trên đường tròn hoặc trên đường

thẳng.

Luận văn được chia thành hai chương cùng với phần mở đầu, kết luận và

danh mục tài liệu tham khảo.

Chương 1 trình bày các kiến thức về toán tử Noether, hàm dịch chuyển, toán

tử dịch chuyển, công thức Sokhotski-Plemeli, bài toán bờ Riemann trong miền

đơn liên và toán tử tích phân kì dị với dịch chuyển Carleman.

Chương 2 là phần chính của luận văn, trình bày lý thuyết giải được của phương

trình tích phân kì dị đặc trưng tổng quát với dịch chuyển phân tuyến tính

Carleman trên đường tròn đơn vị bằng phương pháp phân tích thành nhân tử.

Luận văn được hoàn thành dưới sự hướng dẫn khoa học của PGS.TS Nguyễn
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Toán tử Noether

Cho X1 và X2 là các không gian Banach.Ta kí hiệu L(X1, X2) là không gian

Banach tất cả các toán tử tuyến tính bị chặn A tác động từ không gian X1 vào

không gian X2 với chuẩn ||A|| = sup{||Ax|| : ||x|| = 1}. Nếu X là không gian

Banach, ta kí hiệu L(X, X) bởi L(X). Không gian xác định như thế là một đại

số Banach, tích là phép hợp thành các toán tử.

Hạch và ảnh của toán tử A ∈ L(X1, X2) là

kerA := {x ∈ X1 : Ax = 0}, imA := {Ax : x ∈ X1}.

Do toán tử A bị chặn nên kerA là không gian con đóng của X1. Số chiều của

không gian con kerA, tức là số nghiệm độc lập tuyến tính của phương trình

Ax = 0 (1.1)

được kí hiệu là α(A), và ta viết α(A) = dim kerA.

Cho X∗1 và X∗2 là không gian tất cả các hàm tuyến tính bị chặn tương ứng

xác định trên X1 và X2, được gọi là các không gian liên hợp. Nếu A ∈ L(X1, X2),

thì toán tử liên hợp A∗ : X∗2 → X∗1 được xác định bởi hệ thức (A∗u) (x) = u (Ax)

với u ∈ X∗2 . Tập kerA∗ := {u ∈ X∗2 : A∗u = 0} là không gian con của X∗2 với số

chiều α(A∗) = dim kerA∗.

Toán tử tuyến tính A ∈ L(X1, X2) được gọi là giải chuẩn (theo nghĩa Haus-

dorff) nếu phương trình

Ax = y (1.2)

giải được với mọi y ∈ X2 mà trực giao với tất cả các nghiệm của phương trình

thuần nhất liên hợp A∗u = 0, tức là nếu và chỉ nếu

u(y) = 0với mọi hàm u ∈ kerA∗. (1.3)
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Bây giờ, ta đưa ra các định nghĩa về toán tử Noether và chỉ số của nó.

Định nghĩa 1.1. Toán tử tuyến tính A ∈ L(X1, X2) được gọi là toán tử Noether

nếu:

(i) A là toán tử giải chuẩn,

(ii) α(A) và α(A∗) là các số hữu hạn.

Định nghĩa 1.2. Số nguyên ind A = α(A) − α(A∗) được gọi là chỉ số của toán

tử Noether A.

Nhận xét 1.1. Ta có thể chứng minh được rằng điều kiện giải chuẩn của toán

tử A (theo nghĩa Hausdorff) tương đương với điều kiện tập imA là đóng trong

không gian X2, tức là imA = imA. Không gian X2/imA được gọi là đối hạch

của toán tử A và được kí hiệu là coker A, tức là cokerA = X2/imA. Ta kí hiệu

số chiều của nó bởi β(A), tức là β(A) = dim cokerA. Ta cũng có thể chứng

minh được rằng, với toán tử giải chuẩn A ∈ L(X1, X2), không gian con kerA∗

là hữu hạn chiều nếu và chỉ nếu không gian con coker A là hữu hạn chiều và

α(A∗) = β(A). Vì vậy, ta thu được định nghĩa thay thế sau về toán tử Noether.

Định nghĩa 1.3. Toán tử tuyến tính A ∈ L(X1, X2) được gọi là toán tử Noether

nếu:

(i) A là toán tử giải chuẩn (imA = imA),

(ii) α(A) và β(A) là các số hữu hạn.

Định nghĩa 1.4. Toán tử Noether có chỉ số bằng 0 được gọi là toán tử Fredholm.

Ta thấy toán tử A = I +D ∈ L(X), trong đó I là toán tử đồng nhất và D là

toán tử compact là toán tử Fredholm, ta gọi là toán tử Fredholm chính tắc.

Ví dụ 1.1. Toán tử

U : C[a, b]→ C[a, b]

(Uϕ)(x) = ϕ(x) + λ

∫ b

a

K(x, s)ϕ(s)ds,

trong đó K(x, s) là hàm số liên tục trên miền {a ≤ x ≤ b, a ≤ s ≤ b} là toán tử

Fredholm chính tắc.

*) Một số tính chất của toán tử Noether:

1. Toán tử A là toán tử Noether nếu và chỉ nếu toán tử A∗ là toán tử Noether
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và khi đó indA∗ = −indA.
2. Cho toán tử Noether A có số dương ρ(A) . Khi đó, với mỗi toán tử B thỏa mãn

điều kiện ||B|| < ρ(A), toán tử A+B là toán tử Noether và ind (A+B) = indA.

3. Nếu A là toán tử Noether và D là toán tử compact thì A + D là toán tử

Noether và ind (A+D) = indA.

4. Nếu B ∈ L(X1, X2) và A ∈ L(X2, X3) là các toán tử Noether thì AB ∈
L(X1, X3) cũng là toán tử Noether và ind (AB) = indA+ indB.

Định nghĩa 1.5. Ta nói rằng toán tử A có chính quy trái (phải) nếu tồn tại

toán tử tuyến tính bị chặn R sao cho tích RA (AR) là toán tử Fredholm chính

tắc.

Toán tử R được gọi là chính quy trái (phải) của toán tử A. Ta nói toán tử A

có chính quy nếu toán tử A có RA vừa là có chính quy phải và chính quy trái.

Khi đó, RA được gọi là chính quy hai phía của A.

Định lý 1.1. (Tiêu chuẩn Noether, xem [6])

Các khẳng định sau về toán tử A ∈ L(X1, X2) là tương đương:

(i) A là toán tử Noether;

(ii) Toán tử A có chính quy;

(iii) Có các toán tử B1 ∈ L(X2, X1) và B2 ∈ L(X2, X1) sao cho B1A và AB2 là

các toán tử Noether.

1.2 Hàm dịch chuyển

Định nghĩa 1.6. Cho Γ là đường cong định hướng, đóng hoặc không đóng,

đơn và α(t) là một đồng phôi ánh xạ đường cong Γ vào chính nó. Đồng phôi

α(t) : Γ→ Γ được gọi là hàm dịch chuyển.

Hàm dịch chuyển α(t) bảo toàn hướng trên Γ được gọi là dịch chuyển thuận

và kí hiệu là α+(t). Hàm dịch chuyển α(t) thay đổi hướng trên Γ được gọi là dịch

chuyển ngược và kí hiệu là α−(t).

Về sau, nếu không có giả thiết nào khác, ta luôn giả thiết rằng dịch chuyển

α(t) có đạo hàm α′(t) luôn khác không và thỏa mãn điều kiện Holder tại mọi

điểm trên Γ.

Định nghĩa 1.7. Điểm τ ∈ Γ được gọi là điểm tuần hoàn của hàm dịch chuyển

α(t) cấp k ≥ 1 nếu αk(τ) = τ và ( với k>1) αi(τ) 6= τ, ∀ i = 1, 2, ..., k − 1, trong đó

αi(t) = α(αi−1(t)) và ta quy ước α0(t) ≡ t.
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Điểm tuần hoàn bậc một được gọi là điểm bất động của hàm dịch chuyển.

Ta kí hiệu M(α, k) là tập các điểm tuần hoàn của dịch chuyển α(t) bậc k.

Dãy αn(t), n = 1, 2, ... được gọi là dãy lặp của dịch chuyển α(t) tại điểm t ∈ Γ.

Phân loại hàm dịch chuyển có thể được thực hiện dựa trên các sự kiện sau:

1) Hàm dịch chuyển α(t) bảo toàn hướng trên Γ hoặc thay đổi hướng (theo hướng

ngược lại) trên Γ.

2) Hàm dịch chuyển α(t) có hoặc không có điểm tuần hoàn trên Γ.

3) Nếu tồn tại những điểm tuần hoàn thì hoặc là tất cả những điểm trên đường

cong Γ tuần hoàn hoặc tập những điểm tuần hoàn trên Γ là một tập đóng.

*) Phân loại các dịch chuyển bảo toàn hướng:

Tập tất cả các phép dịch chuyển bảo toàn hướng của chu tuyến đóng, đơn, kí

hiệu là M+, được chia thành các lớp sau:

(1) Tồn tại số nguyên k ≥ 2 (nhỏ nhất) sao cho M(α, k) = Γ. (lớp M+
1 )

(2) M(α, k) 6= ∅ và M(α, k) 6= Γ. (lớp M+
2 )

(3)M(α, k) = ∅. (lớp M+
3 )

Định nghĩa 1.8. Dịch chuyển bảo toàn hướng α(t) thỏa mãn điều kiệnM(α, k) =

Γ với k ≥ 2 (thuộc lớp M+
1 ) được gọi là dịch chuyển Carleman thuận cấp k. Dịch

chuyển bảo toàn hướng α(t) thỏa mãn điều kiện M(α, k) 6= Γ được gọi là dịch

chuyển không Carleman.

Từ việc phân lớp trên, ta suy ra rằng một dịch chuyển Carleman bảo toàn

hướng cấp k ≥ 2 không có điểm cố định trên Γ.

*) Phân loại các dịch chuyển thay đổi hướng:

Tập M− tất cả các đồng phôi của Γ vào chính nó thay đổi hướng của Γ theo

hướng ngược lại được chia thành các lớp M−1 và M−2 được xác định bởi các điều

kiện sau:

(1) α2(t) ≡ t. (lớp M−1 )

(2) α2(t) ∈M+
2 và M(α2, 1) 6= ∅. (lớp M−2 )

Định nghĩa 1.9. Hàm dịch chuyển thay đổi hướng thuộc lớp M−1 được gọi là

dịch chuyển Carleman ngược hướng. Hàm dịch chuyển thuộc lớp M−2 được gọi

là dịch chuyển không Carleman.

Từ sự phân lớp trên, ta suy ra rằng không tồn tại đồng phôi α(t) của một

chu tuyến đơn Γ lên chính nó, thay đổi hướng trên Γ và là một dịch chuyển

Carleman sao cho số nhỏ nhất là k > 2.
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Sau đây, ta phát biểu một số tính chất của hàm dịch chuyển và hàm dịch

chuyển Carleman (xem chứng minh trong [6]):

1. Nếu hàm dịch chuyển α(t) bảo toàn hướng trên Γ và M(α, k) 6= ∅ với k ≥ 1

nào đó thì M(α, l) = ∅ , với mọi l 6= k.

2. Nếu một hàm dịch chuyển α(t) bảo toàn hướng trên Γ và các điểm τ1, τ2 ∈
M(α, 1) sao cho: (τ1, τ2)∩M(α, 1) = ∅ ( (τ1, τ2) là cung mở của Γ với các đầu mút

τ1 và τ2 ) thì với mỗi điểm t ∈ (τ1, τ2), dãy lặp αn(t) hội tụ về một điểm bất động

hoặc là τ1 hoặc là τ2.

3. Cho một dịch chuyển Carleman bảo toàn hướng trên Γ với cấp k > 2, tồn

tại một số nguyên dương l sao cho với dịch chuyển β(t) = αl(t), các điểm

β1(t), ..., βk−1(t), t ∈ Γ được sắp thứ tự theo chiều đã xác định của Γ.

4. Các lớp M+
1 , M

+
2 , M

+
3 , M

−
1 , M

−
2 là khác rỗng.

Định nghĩa 1.10. (Chỉ số của hàm số)

Cho Γ là đường cong đóng, định hướng và G(t) là hàm số liên tục sao cho

G(t) 6= 0 trên Γ. Chỉ số của hàm số G(t) dọc theo chu tuyến Γ là tỉ số giữa độ

tăng trưởng (số gia) của argumen của nó khi t chuyển động hết một lượt dọc

theo chu tuyến (theo chiều dương) và 2π.

Ta kí hiệu {ω}Γ là độ tăng của ω dọc theo Γ thì chỉ số của G(t) được viết

dưới dạng

k = IndΓG(t) =
1

2π
{argG(t)}Γ. (1.4)

*) Một số tính chất của chỉ số ( xem [2])

1. Chỉ số của hàm số liên tục trên chu tuyến đóng và không triệt tiêu trên đó

luôn là một số nguyên (vì sự tăng trưởng của argumen dọc theo chu tuyến đóng

của hàm liên tục sẽ là bội của 2π).

2. Chỉ số của tích hai hàm số bằng tổng của các chỉ số. Chỉ số của một thương

bằng hiệu các chỉ số tương ứng.

3. Nếu G(t) là giá trị biên của hàm số giải tích từ bên trong hoặc từ bên ngoài

chu tuyến thì chỉ số của nó bằng số không điểm từ bên trong hoặc từ bên ngoài

chu tuyến lấy dấu âm.

4. Nếu hàm G(t) giải tích từ bên trong chu tuyến trừ ra hữu hạn điểm có thể là

các cực điểm thì chỉ số bằng hiệu giữa số không điểm và số cực điểm (kể cả bội).

Ví dụ 1.2. Xét hàm dịch chuyển phân tuyến tính

α(t) =
t− β
βt− 1

, |β| 6= 1,
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có phân tích

α(t) = α+(t)tµα−(t), (1.5)

trong đó α+(t) = λ(βt−1)−1, α−(t) = λ−1(t−β)t−1, λ =
√

1− |β|2, µ = 1nếu |β| <
1 và α+(t) = (iλ)−1(t−β), α−(t) = iλt(βt−1)−1, λ =

√
|β|2 − 1, µ = −1nếu |β| > 1.

Nếu |β| < 1 thì các hàm α+(t) và α−(t) tương ứng giải tích trong các miền

D+ = {|z| < 1} và D− = {|z| > 1} và chúng không có không điểm trong các miền

đó bởi vì 1/β 6∈ D+, β 6∈ D−. Trong trường hợp này, chỉ số của phân tích (1.5)

được xác định bởi thừa số t, tức là IndΓ α(t) = 1. Điều này chỉ ra rằng α(t) là

một đồng phôi của đường tròn đơn vị Γ0 = {t : |t| = 1} vào chính nó bảo toàn

hướng trên Γ0. Bằng tính toán trực tiếp, ta dễ dàng kiểm tra được rằng trong

trường hợp này các thừa số α+(t) và α−(t) thỏa mãn điều kiện

α±(α(t)) = [α±(t)]−1. (1.6)

Trong trường hợp |β| > 1 các hàm α+(t) và α−(t) tương ứng giải tích trong

các miền D+ = {|z| < 1} và D− = {|z| > 1} và chúng không có không điểm trong

các miền đó bởi vì β 6∈ D+, 1/β 6∈ D−. Chỉ số của phân tích (1.5) được xác định

bởi thừa số t−1, tức là IndΓ α(t) = −1. Điều này chỉ ra rằng α(t) là một đồng

phôi của đường tròn đơn vị Γ0 = {t : |t| = 1} vào chính nó thay đổi hướng trên

Γ0. Bằng tính toán trực tiếp, ta dễ dàng kiểm tra được rằng, nếu β > 1 thì các

thừa số α+(t) và α−(t) thỏa mãn điều kiện

α±(α(t)) = α∓(t). (1.7)

1.3 Toán tử tích phân kì dị

Định nghĩa 1.11. Đường cong định hướng Γ (đóng hoặc mở) được gọi là đường

cong Lyapunov nếu điều kiện sau thỏa mãn: tiếp tuyến tại mọi điểm t của Γ

tồn tại và tiếp tuyến đó tạo với trục thực một góc Θ (t) và thỏa mãn điều kiện

Holder:

|Θ (t1)−Θ (t2)| < A|t1 − t2|µ, A > 0, 0 < µ ≤ 1.

Một chu tuyến đa hợp Γ bao gồm hữu hạn các cong Lyapunov đóng, đơn,

định hướng, không giao nhau là biên của một miền liên thông bị chặn D+ trên

mặt phẳng phức. Để đơn giản, chúng ta giả sử rằng: z = 0 ∈ D+, ta kí hiệu

D− = C \ (D+ ∪ Γ) và D− chứa điểm ∞. Chu tuyến Γ được định hướng sao cho

khi di chuyển dọc trên nó thì miền D+ luôn thuộc bên trái của chuyển động.
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Tất cả các toán tử được xét trong luận văn tác động trong các không gian

Banach Lp(Γ), (1 < p <∞), Hµ(Γ) (0 < µ ≤ 1). Trong đó, Lp(Γ) là không gian tất

cả các hàm đo được Lebesgue trên Γ khả tích bậc p. Chuẩn trong Lp(Γ) được

xác định bởi

||ϕ||Lp =

(∫
Γ

|ϕ(t)|p dt
) 1

p

.

Hµ(Γ), µ ∈ (0; 1] là không gian các hàm xác định trên Γ và thỏa mãn điều kiện

Holder với số mũ µ. Không gian Hµ(Γ) là không gian Banach với chuẩn:

||ϕ||Hµ = max
t∈Γ
|ϕ(t)|+ sup

τ,t∈Γ

|ϕ(τ)− ϕ(t)|
|τ − t|µ

.

Ta kí hiệu C(Γ) là không gian Banach tất cả các hàm liên tục trên Γ với

chuẩn:

||ϕ||C = max
t∈Γ
|ϕ(t)|.

Định nghĩa 1.12. (Toán tử tích phân kỳ dị) Toán tử

(Sϕ)(t) =
1

πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ,

trong đó tích phân được hiểu theo nghĩa giá trị chính Cauchy, hàm
1

τ − t
được

gọi là nhân Cauchy và hàm ϕ(t) được gọi là hàm mật độ của tích phân kỳ dị

trong không gian Lp(Γ) (1 < p <∞), hoặc không gian Hµ(Γ) (0 < µ ≤ 1).

Toán tử S được xác định ở trên được gọi là toán tử tích phân kỳ dị.

Toán tử tích phân kì dị S có các tính chất sau (xem [6]):

1. Toán tử tích phân kì dị S bị chặn trong các không gian Banach Lp(Γ), (1 <

p <∞), Hµ(Γ) (0 < µ < 1).

2. S2 = I, trong đó I là toán tử đồng nhất (tính chất đối hợp).

3. Toán tử D = aS − SaI là toán tử compact trong Lp(Γ) nếu a(t) ∈ C(Γ) hoặc

trong Hµ(Γ) nếu a(t) ∈ Hµ(Γ).



12

1.4 Công thức Sokhotski - Plemeli

Ta khảo sát bài toán cơ bản về sự tồn tại giá trị của tích phân dạng Cauchy

trên chu tuyến của tích phân và đánh giá mối liên hệ giữa giá trị của hàm số

với tích phân kì dị.

Bổ đề 1.1. (Bổ đề cơ bản, xem [2]) Khi hàm mật độ ϕ(τ) thỏa mãn điều kiện

Holder và điểm t không trùng với các đầu mút của chu tuyến thì hàm số

Φ(z) =

∫
Γ

ϕ(τ)− ϕ(t)

τ − z
dτ

tại điểm z = t của chu tuyến là liên tục, tức là hàm này có giá trị giới hạn xác

định trên điểm t đi từ z từ mọi phía của chu tuyến, dọc theo mọi đường dẫn:

lim
z→t

Φ(z) =

∫
Γ

ϕ(τ)− ϕ(t)

τ − t
dτ = Φ(t).

Xét hàm số

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ, (1.8)

trong đó ϕ(τ) thỏa mãn điều kiện Holder.

Giả sử chu tuyến Γ là đóng. Trong trường hợp chu tuyến mở ta bổ sung

đường cong tùy ý để nó đóng và đặt trên đường cong phụ đó ϕ(τ) = 0.

Để khảo sát giá trị của Φ(z) tại điểm t của chu tuyến, ta xét hàm số

Ψ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)− ϕ(t)

τ − z
dτ. (1.9)

Kí hiệu giá trị của hàm giải tích Φ(z), Ψ(z) khi điểm z tiến tới điểm t của chu

tuyến từ phía trong tương ứng bởi Φ+(t), Ψ+(t), và từ phía ngoài tương ứng

bởi Φ−(t), Ψ−(t) (đối với chu tuyến mở sự tương ứng này được chọn từ trái qua

phải). Để mô tả hướng đi tới giới hạn, ta viết z → t+ hoặc z → t−. Giá trị của

hàm số tương ứng tại điểm t của chu tuyến được kí hiệu bởi Φ(t), Ψ(t). Trong

đó, Φ(t) là tích phân kì dị theo nghĩa giá trị chính

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ.
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Xét hệ thức ∫
Γ

1

τ − z
dτ =

{
2πi, khi z ∈ D+

0, khi z ∈ D−
πi, khi z ∈ Γ.

Ta có

Ψ+(t) = lim
z→t+

[
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ − ϕ(t)

2πi

∫
Γ

1

τ − z
dτ

]
= Φ+(t)− ϕ(t),

Ψ−(t) = lim
z→t−

[
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ − ϕ(t)

2πi

∫
Γ

1

τ − z
dτ

]
= Φ−(t),

Ψ(t) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ − ϕ(t)

2πi

∫
Γ

1

τ − z
dτ = Φ(t)− 1

2
ϕ(t).

Theo bổ đề cơ bản, hàm số Ψ(t) là liên tục nên vế phải của hệ thức là đồng

nhất, tức là

Φ+(t)− ϕ(t) = Φ−(t) = Φ(t)− 1

2
ϕ(t).

Vậy nên 
Φ+(t) = 1

2ϕ(t) + 1
2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ

Φ−(t) = −1
2ϕ(t) + 1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ,

(1.10)

trong đó tích phân kì dị được hiểu theo nghĩa giá trị chính.

Công thức (1.10) được gọi là công thức Sokhotski - Plemeli.

Trừ và cộng các vế tương ứng của công thức (1.10) ta thu được hai công thức

tương đương sau

Φ+(t)− Φ−(t) = ϕ(t), (1.11)

Φ+(t) + Φ−(t) = (Sϕ)(t). (1.12)

Cuối cùng, ta xét các toán tử

P+ =
1

2
(I + S) và P− =

1

2
(I − S).

Từ các tính chất của toán tử S, suy ra rằng các toán tử P+ và P− là các toán

tử chiếu bù nhau trong không gian Hµ(Γ) và Lp(Γ) với chu tuyến đóng Γ.
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1.5 Bài toán bờ Riemann trong miền đơn liên

Giả sử Γ là chu tuyến đóng, đơn, trơn và chia mặt phẳng phức thành miền

trong D+ và miền ngoài D− (giả thiết ∞ ∈ D−). Cho hai hàm số trên chu tuyến

G(t) và g(t) thỏa mãn điều kiện Holder, trong đó G(t) không triệt tiêu trên biên.

Ta cần xác định hai hàm số Φ+(z) giải tích trong miền D+, và Φ−(z) giải tích

trong miền D−, kể cả z =∞, và thỏa mãn trên chu tuyến Γ hệ thức thuần nhất

(bài toán thuần nhất)

Φ+(t) = G(t) Φ−(t), (1.13)

hoặc hệ thức không thuần nhất (bài toán không thuần nhất)

Φ+(t) = G(t) Φ−(t) + g(t). (1.14)

Hàm số G(t) được gọi là hệ số của bài toán Riemann, và hàm số g(t) là phần tử

tự do.

1.5.1 Bài toán bước nhảy

Trước tiên, ta xét bài toán bờ Riemann dạng đơn sơ nhất. Giả thiết rằng

trên chu tuyến đóng Γ cho hàm số ϕ(t) thỏa mãn điều kiện Holder. Ta cần xác

định hai hàm số giải tích Φ(z) = Φ+(z) với z ∈ D+, Φ(z) = Φ−(z) với z ∈ D−,

triệt tiêu tại vô cùng và thỏa mãn điều kiện

Φ+(t)− Φ−(t) = ϕ(t).

Từ công thức Sokhotski-Plemeli, hiển nhiên rằng hàm số

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ

là nghiệm của bài toán. Dễ dàng chứng minh rằng đây là nghiệm duy nhất của

bài toán.

Nghiệm của bài toán trên có thể phát biểu dưới dạng sau: Hàm số tùy ý ϕ(t)

cho trên chu tuyến đóng và thỏa mãn điều kiện Holder, có thể biểu diễn duy

nhất dưới dạng hiệu của hai hàm số Φ+(t), Φ−(t) tương ứng là các giá trị biên

của các hàm giải tích Φ+(z), Φ−(z), dưới giả thiết Φ−(∞) = 0. Nếu không đòi hỏi

điều kiện Φ−(∞) = 0, thì nghiệm của bài toán được cho bởi công thức

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ + const.
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1.5.2 Bài toán thuần nhất

Giả thiết rằng bài toán bờ thuần nhất (1.13) có nghiệm và giả sử hàm số

Φ+(z) và Φ−(z) là nghiệm của nó. Gọi số không điểm của các hàm số Φ+(z),

Φ−(z) tương ứng là N+, N−. Tính chỉ số của cả hai vế của hệ thức (1.13) ta nhận

được

N+ +N− = IndG(t) = k.

Chỉ số k của hệ số của bài toán bờ Riemann được gọi là chỉ số của bài toán.

Hiển nhiên, vế trái của hệ thức cuối cùng là không âm. Vì vậy, điều kiện cần để

bài toán bờ Riemann thuần nhất giải được là chỉ số k không âm.

1. Trường hợp k = 0. Khi đó, lnG(t) là hàm số đơn trị, và ln Φ+(z), ln Φ−(z) giải

tích. Lấy logarit hai vế của điều kiện biên (1.13), ta thu được

ln Φ+(z)− ln Φ−(z) = lnG(t), (1.15)

trong đó, lnG(t) là nhánh liên tục tùy ý. Dễ kiểm tra rằng kết quả nhận được

không phụ tuộc vào việc chọn nhánh nào của logarit. Vậy nên, theo công thức

Sokhotski-Plemeli, nghiệm của bài toán với điều kiện kèm thêm ln Φ−(∞) = 0

được cho bởi công thức

ln Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

lnG(τ)

τ − z
dτ. (1.16)

Ký hiệu ln Φ(z) = L(z). Ta suy ra nghiệm của bài toán biên (1.13) thỏa mãn điều

kiện Φ−(∞) = 1, được cho bởi hàm số

Φ+(z) = eL
+(z), Φ−(z) = eL

−(z). (1.17)

Nếu không đòi hỏi điều kiện Φ−(∞) = 1, thì công thức (4.17) phải chứa hằng số

tự do và nghiệm của bài toán có dạng

Φ+(z) = AeL
+(z), Φ−(z) = AeL

−(z), (1.18)

trong đó A là hằng số tùy ý.

2. Trường hợp k > 0. Giả thiết rằng gốc tọa độ nằm trong miền D+. Hàm số tk

có chỉ số k. Ta viết điều kiện biên dưới dạng

Φ+(t) = tk[t−kG(t)] Φ−(t).
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Hiển nhiên là hàm số G1(t) = t−kG(t) có chỉ số bằng 0. Biểu diễn nó dưới dạng

thương G1(t) =
eL

+(t)

eL
−(t)

, trong đó

L(z) =
1

2πi

∫
Γ

ln[τ−kG(τ)]

τ − z
dτ. (1.19)

Điều kiện biên viết lại được như sau

Φ+(t)

eL
+(t)

= tk
Φ−(t)

eL
−(t)

.

Hệ thức cuối cùng này cho thấy hàm số
Φ+(t)

eL
+(t)

, giải tích trong D+, và hàm số

tk
Φ−(t)

eL
−(t)

, giải tích trong D−, trừ ra tại vô cùng, trong đó nó có thể có cực điểm

bậc không quá k, là thác triển giải tích của nhau qua chu tuyến Γ. Ngược lại, ta

thấy chúng là nhánh của hàm số giải tích duy nhất trong cả mặt phẳng phức,

trừ ra một cực điểm bậc không quá k tại vô cùng. Theo định lý Liouville suy

rộng, hàm số này là đa thức bậc không quá k với hệ số phức tùy ý.

Vậy nên, ta nhận được nghiệm tổng quát của bài toán là

Φ+(z) = eL
+(z)Pk(z), Φ−(z) = eL

−(z)z−kPk(z). (1.20)

Nếu k < 0 thì bài toán thuần nhất không có nghiệm.

Về sau, trong áp dụng của bài toán bờ Riemann để giải phương trình tích phân

kì dị, ta thường tìm nghiệm của bài toán với điều kiện kèm thêm Φ−(∞) = 0.

Từ công thức (1.20), thì Φ−(∞) bằng hệ số của tk trong đa thức Pk(z). Vậy

nên, với điều kiện Φ−(∞) = 0, nghiệm của phương trình thuần nhất có dạng

Φ+(z) = eL
+(z)Pk−1(z), Φ−(z) = eL

−(z)z−kPk−1(z), (1.21)

trong đó Pk−1(z) là đa thức bậc k− 1 với hệ số tùy ý. Trong trường hợp này, bài

toán có k nghiệm độc lập tuyến tính.

Định nghĩa 1.13. (Hàm chính tắc) Ta gọi hàm chính tắc của bài toán Riemann

thuần nhất là hàm số giải tích thỏa mãn điều kiện biên (1.13) và khác không

khắp nơi trong miền hữu hạn của mặt phẳng phức và tại điểm vô cùng có bậc

bằng k.

Nếu ta viết lại điều kiện biên (1.13) của bài toán bờ Riemann dưới dạng

Φ+(t) = tk[t−kG(t)] Φ−(t),
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thì dễ dàng thấy rằng với k tùy ý, hàm chính tắc của bài toán χ(z) được cho bởi

công thức

χ+(z) = eL
+(z), χ−(z) = z−keL

−(z), (1.22)

trong đó L(z) được cho bởi công thức (1.19).

Khi k ≥ 0, nghiệm tổng quát của bài toán thuần nhất được biểu diễn qua

hàm chính tắc như sau

Φ+(z) = χ+(z)Pk(z), Φ−(z) = χ−(z)Pk(z). (1.23)

1.5.3 Bài toán không thuần nhất

Ta viết lại hệ số G(t) của bài toán không thuần nhất (1.14) dưới dạng G(t) =
χ+(t)

χ−(t)
. Khi đó, bài toán (1.14) có dạng

Φ+(t)

χ+(t)
=

Φ−(t)

χ−(t)
+

g(t)

χ+(t)
.

Ta thấy, hàm số
g(t)

χ+(t)
thỏa mãn điều kiện Holder. Giả sử ta thay nó bởi hiệu

các giá trị biên của hàm số giải tích

g(t)

χ+(t)
= Ψ+(t)−Ψ−(t),

trong đó

Ψ(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

χ+(τ)

dτ

τ − z
. (1.24)

Khi đó, điều kiện biên có thể viết được dưới dạng

Φ+(t)

χ+(t)
−Ψ+(t) =

Φ−(t)

χ−(t)
−Ψ−(t).

Tương tự như bài toán thuần nhất, ta thu được kết quả sau:

1. Khi k ≥ 0, thì

Φ+(t)

χ+(t)
−Ψ+(t) =

Φ−(t)

χ−(t)
−Ψ−(t) = Pk(z).

Ta thu được nghiệm

Φ±(z) = χ±(z)[Ψ±(z) + Pk(z)], (1.25)
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trong đó χ±(z), Ψ±(z) cho bởi công thức (1.22), (1.24); Pk(z) là đa thức bậc k với

hệ số tùy ý.

2. Khi k < 0, thì
Φ+(t)

χ+(t)
triệt tiêu tại vô cùng và

Φ+(t)

χ+(t)
−Ψ+(t) =

Φ−(t)

χ−(t)
−Ψ−(t) = 0.

Vậy nên

Φ±(z) = χ±(z)Ψ±(z). (1.26)

Để hàm Φ−(z) giải tích tại vô cùng, điều kiện cần và đủ là hàm Ψ−(z) có không

điểm bậc lớn hơn −k− 1 tại điểm z =∞. Khai triển hàm Ψ−(z) thành chuỗi lũy

thừa tại điểm z =∞, ta có

Ψ−(z) =

∞∑
j=1

cjz
−j ,

trong đó

cj = − 1

2πi

∫
Γ

g(τ)

χ+(τ)
τ j−1dτ.

Do vậy, để bài toán không thuần nhất giải được trong trường hợp chỉ số âm

(k < −1), điều kiện cần và đủ là −k − 1 hệ số trong khai triển của Ψ−(z) triệt

tiêu, tức là ∫
Γ

g(τ)

χ+(τ)
τ j−1dτ = 0 (j = 1, 2, . . . ,−k − 1). (1.27)

Nếu k = −1 thì bài toán không thuần nhất giải được và có nghiệm duy nhất.

Trong trường hợp đòi hỏi thêm điều kiện Φ−(∞) = 0, nghiệm được cho khi

k ≥ 0 có dạng

Φ±(z) = χ±(z)[Ψ±(z) + Pk−1(z)]. (1.28)

(Nếu k = 0 thì ta đặt P (z) ≡ 0).

Nếu k < 0 thì nghiệm được cho bởi công thức

Φ±(z) = χ±(z)Ψ±(z),

và điều kiện cần là −k điều kiện sau của nghiệm phải được thỏa mãn∫
Γ

g(τ)

χ+(τ)
τ j−1dτ = 0 (j = 1, 2, . . . ,−k). (1.29)
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Ví dụ 1.3. Giải bài toán biên Riemann sau với chu tuyến Γ là đường tròn đơn

vị

Φ+(t) = tΦ−(t) +
−t2 + 2t+ 2

t(t− 2)
.

Ta có

G(t) = t, IndG(t) = 1,

L(z) =
1

2πi

∫
Γ

ln[τ−1G(τ)]

τ − z
dτ = 0.

Do đó

χ+(z) = eL
+(z) = 1, χ−(z) = z−1eL

−(z) =
1

z
.

Xét

Ψ(z) =
1

2πi

∫
Γ

−τ2 + 2τ + 2

τ(τ − 2)

dτ

τ − z

=
1

2πi

∫
Γ

1

τ − 2

dτ

τ − z
− 1

2πi

∫
Γ

τ + 1

τ

dτ

τ − z
.

Suy ra

Ψ+(z) =
1

z − 2
− 1, Ψ−(z) = −

(
1− z + 1

z

)
.

Vậy, nghiệm của phương trình với điều kiện Φ−(∞) = 0 là

Φ+(z) =
1

z − 2
− 1 + c, Φ−(z) =

1

z

(
z + 1

z
− 1 + c

)
,

trong đó c là hằng số bất kì.

1.6 Phân tích hàm ma trận

Cho Γ là chu tuyến trơn, đóng và đơn chia mặt phẳng phức thành miền trong

D+ (0 ∈ D+) và miền ngoài D− (∞ ∈ D−), và cho G(t) =
(
Gkl(t)

)n
k,l=1

là hàm ma

trận cỡ n× n không kì dị với Gkl(t) ∈ Hµ(Γ). Đặt k =
1

2π
{arg detG(t)}Γ.

Định nghĩa 1.14. Phân tích thành thừa số của hàm ma trận không kì dị G(t)

liên quan đến chu tuyến Γ là phép biểu diễn G dưới dạng

G(t) = G+(t)Λ(t)G−(t), (1.30)
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trong đó G±(t) là giá trị biên của các hàm ma trận G±(z), giải tích và không kì

dị trong D±, thỏa mãn detG±(z) 6= 0, tương ứng , Λ = diag{tk1 , tk2 , . . . , tk2}, và
k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kn là các số nguyên. Các số k1, k2, . . . , kn được gọi là chỉ số thành

phần của G. Tổng k = k1 + k2 + . . .+ kn được gọi là chỉ số tổng của G.

Ví dụ 1.4. Cho hàm ma trận G(t) =

(
t 1
0 t−1

)
. Hệ thức

G(t) =

(
1 0
0 1

) (
t 0
0 t−1

) (
1 t−1

0 1

)
là một phân tích của G(t), với các chỉ số thành phần là −1, 1 và chỉ số tổng là

k = 0.

Định lý 1.2. Nếu có hai phân tích khác nhau của hàm ma trận không kì dị

G(t):

G(t) = G+(t)Λ(t)G−(t) = G̃+(t)Λ̃(t)G̃−(t)

và H+ = (G̃+)−1G+, H− = G̃−(G−)−1, thì Λ = Λ̃ = diag{tk1 , tk2 , . . . , tk2} và ΛH− =

H+Λ.

Trong trường hợp G(t) là ma trận cỡ 2× 2, ta có

H+ =

(
λ1 Pk1−k2
0 λ2

)
, H− =

(
λ1 tk2−k1Pk1−k2
0 λ2

)
,

trong đó Pk1−k2 là đa thức bậc không quá k1 − k2 và λ1, λ2 là các hằng số.

1.7 Toán tử tích phân kì dị với dịch chuyển Carle-

man

Cho α(t) là dịch chuyển bảo toàn hoặc thay đổi hướng của chu tuyến đa hợp

Γ ánh xạ mỗi thành phần của Γ vào chính nó, α′(t) 6= 0 trên Γ và α′(t) ∈ Hµ(Γ).

Định nghĩa 1.15. Toán tử W xác định trong Lp(Γ) hoặc trong Hµ(Γ) như sau

(Wϕ)(t) = ϕ(α(t))

được gọi là toán tử dịch chuyển.

Sau đây, ta đưa ra một số tính chất cơ bản của toán tử dịch chuyển W (xem

[2]):

1. W là toán tử tuyến tính bị chặn và khả nghịch liên tục trong Lp(Γ) và trong
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Hµ(Γ). Đặc biệt, toán tử dịch chuyển có trọng (Uϕ)(t) = |α′(t)|1/pϕ(α(t)) là toán

tử tuyến tính bị chặn và khả vi liên tục trong Lp(Γ) sao cho ||U || = 1.

2. Wm
α = Wαm , m = 0,±1,±2, . . .

3. Nếu αn(t) ≡ t (α(t) là một dịch chuyển Carleman) thì Wn = I.

Định lý 1.3. Khi Γ là đường cong Lyapunov đóng đơn, α(t) là đồng phôi của Γ

lên chính nó, α′(t) 6= 0 và α′(t) ∈ Hµ(Γ), µ ∈ (0; 1], thì toán tử K = γWSW−1 − S
là compact trong các không gian Lp(Γ), p ∈ (1,∞) và Hλ(Γ) với λ < µ.

Cho α(t) : Γ→ Γ là dịch chuyển Carleman (α(t) ≡ t) bảo toàn hoặc thay đổi

hướng trên chu tuyến Lyapunov đa hợp Γ sao cho α′(t) 6= 0 trên Γ và α′(t) ∈
Hµ(Γ). Cho W là toán tử dịch chuyển tương ứng (W 2 = I).

Ta xét toán tử

K = (aI + bW )P+ + (cI + dW )P−, P± =
1

2
(I ± S) (1.31)

trong Hµ(Γ) (a, b, c, d ∈ Hµ(Γ)) hoặc trong Lp(Γ) (a, b, c, d ∈ C(Γ)).

Cùng với toán tử K, ta cũng xét toán tử

K̃ = (aI − bW )P+ + (cI − dW )P− (1.32)

trong Hµ(Γ) hoặc Lp(Γ), K̃ được gọi là toán tử bạn của K.

Khi đó, ta có hệ thức sau

1

2

(
I I
W −W

) (
K 0

0 K̃

) (
I W
I −W

)
= AP+ + BP− +D, (1.33)

trong đó

A(t) =

(
a(t) b(t)

b(α(t)) a(α(t))

)
, B(t) =

(
c(t) d(t)

d(α(t)) c(α(t))

)
,

nếu α = α+(t) bảo toàn hướng trên Γ, và

A(t) =

(
a(t) d(t)

b(α(t)) c(α(t))

)
, B(t) =

(
c(t) b(t)

d(α(t)) a(α(t))

)
,

nếu α = α−(t) thay đổi hướng trên Γ. Toán tử D là toán tử compact.

Toán tử M = AP+ + BP− +D được gọi là toán tử tương ứng với K.

Định lý 1.4. Toán tử

K = (aI + bW )P+ + (cI + dW )P− : Hµ(Γ)→ Hµ(Γ) (Lp(Γ)→ Lp(Γ))
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là toán tử Noether khi và chỉ khi

∆1(t) = c(t)c(α(t))− d(t)d(α(t)) 6= 0,

∆2(t) = a(t)a(α(t))− b(t)b(α(t)) 6= 0
(1.34)

nếu α(t) là dịch chuyển Carleman bảo toàn hướng trên Γ.

∆(t) = a(t)c(α(t))− d(t)b(α(t)) 6= 0 (1.35)

nếu α(t) là dịch chuyển Carleman thay đổi hướng trên Γ.

Chỉ số của toán tử Noether K được cho bởi

indK =
1

4π

{
arg

∆1(t)

∆2(t)

}
Γ

(1.36)

nếu dịch chuyển Carleman α = α+(t) bảo toàn hướng trên Γ, và

indK = − 1

2π
{arg ∆(t)}Γ (1.37)

nếu dịch chuyển Carleman α = α−(t) thay đổi hướng trên Γ.
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Chương 2

Lý thuyết giải được của phương
trình tích phân kì dị đặc trưng tổng
quát với dịch chuyển phân tuyến
tính Carleman trên đường tròn đơn
vị

Xét phương trình tích phân kì dị tổng quát

(Tϕ)(t) ≡ (a(t)I + b(t)W )(P+ϕ)(t) + (c(t)I + d(t)W )(P−ϕ)(t) = f(t)

trong đó α(t) là dịch chuyển Carleman α(α(t)) ≡ t, W là toán tử dịch chuyển,

(Wϕ)(t) = ϕ(α(t)).

Để nghiên cứu lý thuyết giải được của phương trình tích phân kì dị đặc trưng

tổng quát ở trên ta có thể đưa về bài toán giá trị biên hai thành phần bằng

cách đưa ra các hạn chế về các hệ số đã cho, tức là chúng ta xét các trường hợp

suy biến. Trong chương này ta sử dụng cách khác mà không hạn chế hệ số của

phương trình, ta đưa ra các hạn chế về hàm dịch chuyển α , về toán tử dịch

chuyển U và về chu tuyến Γ sao cho US = ±S U (S là toán tử tích phân kì dị)

tương ứng với α = α+(t) và α = α−(t). Cụ thể, ta xét phương trình tích phân kì

dị với dịch chuyển phân tuyến tính trên đường tròn đơn vị.

Trong cách này, toán tử T được phân tích thành nhân tử nhờ phép phân tích

của toán tử ma trận M = AP+ + BP−. Từ đó, ta có thể tính toán được các số

dim kerT và dim cokerT , và ta có thể xây dựng được cơ sở cho các không gian

kerT và cokerT . Do đó, nghiệm của phương trình Tϕ = f có thể tìm được dưới

dạng hiện nếu biết phân tích của hàm ma trận C = A−1B.
Phương pháp phân tích thành nhân tử của toán tử tích phân kì dị với dịch
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chuyển Carleman có sự khác nhau cơ bản trong các trường hợp dịch chuyển bảo

toàn hướng và dịch chuyển ngược hướng. Trong phần 2.1, ta xét phương trình

tích phân kì dị với dịch chuyển phân tuyến tính Carleman bảo toàn hướng, ma

trận C thỏa mãn hệ thức

C = e C(α(t))e, e =

(
0 1
1 0

)
. (I)

Phép phân tích toán tử T = P+ + CP− với toán tử hàm C = c0(t)I + c1(t)U

được thực hiện qua hai bước. Trong bước thứ nhất, bài toán phân tích toán tử

hàm được giải quyết. Ta chỉ ra một đẳng cấu đại số, bài toán phân tích toán tử

hàm tương đương với bài toán phân tích hàm ma trận tương ứng C trong đại số

các hàm ma trận thỏa mãn điều kiện (I). Sau đó, dựa trên kết quả được đề cập,

ta xây dựng phân tích cần thiết của toán tử T .

Trong phần 2.2, ta xét phương trình với dịch chuyển phân tuyến tính Carle-

man ngược hướng. Trong trường hợp này, ma trận C thỏa mãn hệ thức

C = e C−1(α(t))e, e =

(
0 1
1 0

)
. (II)

Đầu tiên, phép phân tích đặc biệt của toán tử ma trận M = P+ + CP− được

xây dựng. Phép phân tích này sao cho hệ thức (II) vẫn đúng cho các hệ số trong

phép phân tích. Sau đó, ta xây dựng phân tích cần thiết của toán tử T .

2.1 Phương trình tích phân kì dị đặc trưng với dịch

chuyển phân tuyến tính Carleman bảo toàn hướng

2.1.1 Phát biểu bài toán phân tích thành nhân tử

Xét toán tử tích phân kì dị với dịch chuyển Carleman bảo toàn hướng

T = CP+ +DP− : Hµ(Γ) −→ Hµ(Γ), (2.1)

trong đó

C = c2(t)I + d2(t)W, D = c1(t)I + d1(t)W

c1, c2, d1, d2 ∈ Hµ(Γ), (Wϕ)(t) = ϕ(α(t)), α(α(t)) ≡ t.

Theo định lí (1.4), toán tử T là toán tử Noether nếu và chỉ nếu:

41(t) = c1(t)c1(α(t))−d1(t)d1(α(t)) 6= 0, 42(t) = c2(t)c2(α(t))−d2(t)d2(α(t)) 6= 0,
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và chỉ số của toán tử Noether T được tính bởi công thức

indT =
1

4π

{
arg
41(t)

42(t)

}
Γ

.

Không giảm tổng quát, ta có thể xét toán tử tích phân kì dị với dạng đơn

giản hơn

T = P+ + AP−,

trong đó

A = a(t)I + b(t)W.

Thật vậy, vì toán tử hàm C = c2(t)I + d2(t)W khả nghịch nên ta có thể viết

T ≡ C(P+ + C−DP−).

Ta có

C−1 =
1

Λ(t)
(c2(α(t)) I − d2(t)W ), Λ(t) = c2(t) c2(α(t))− d2(t) d2(α(t)).

Do đó

C−1D =
1

Λ(t)
(c2(α(t)) I − d2(t)W )(c1(t)I + d1(t)W )

=
1

Λ(t)
[(c2(α(t)) c1(t)− d2(t) d1(α(t)))I + (c2(α(t)) d1(t)− d2(t) c1(α(t)))W ].

Đặt

a1(t) =
1

Λ(t)
(c2(α(t)) c1(t)−d2(t) d1(α(t)), b1(t) =

1

Λ(t)
(c2(α(t)) d1(t)−d2(t) c1(α(t))

và xét toán tử (2.1) với toán tử dịch chuyển phân tuyến tính Carleman có trọng

U = α+(t)W , trong đó α+(t) = λ( βt − 1)−1, ta thu được biểu diễn sau cho toán

tử ban đầu (2.1)

T ≡ (c2(t) I + (α+(t))−1 d2(t)U)(P+ + (a(t) I + b(t)U)P−),

với a(t) = a1(t), b(t) = (α+(t))−1 b1(t) và trong đó toán tử C = c2(t) I+(α+(t))−1d2(t)U

khả vi liên tục. Do đó, ta chỉ cần xét toán tử T có dạng sau

T (A) = P+ + AP− , A = aI + bU. (2.2)

Theo phần 1.7, bài toán phân tích thành nhân tử của toán tử T (A) được liên

kết trực tiếp với phép phân tích thành nhân tử của toán tử tích phân không kì
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dị tương ứng M(A). Do S U = US nên toán tử compact D0 triệt tiêu. Vì vậy,

toán tử không dịch chuyển tương ứng có dạng

M(A) = P+ +A(t)P−,

với

A(t) =

(
a(t) b(t)

b(α(t)) a(α(t))

)
. (2.3)

Đặc biệt, toán tử A = aI + b U khả nghịch nếu và chỉ nếu detA(t) 6= 0. Ta cũng

biết rằng

indT (A) =
1

2
indM(A) =

1

4π
{arg detA(t)}t∈Γ0

=
k1 + k2

2
, (2.4)

trong đó k1 ≥ k2 là các chỉ số thành phần của phép phân tích hàm ma trận A(t).

Từ công thức (2.4) suy ra rằng cả hai chỉ số thành phần của ma trận (2.3) cùng

chẵn hoặc cùng lẻ. Ta thấy rằng hàm ma trận bất kì có dạng (2.3) thỏa mãn hệ

thức:

A = eA(α(t)) e, e =

(
0 1
1 0

)
. (2.5)

Điều này rất quan trọng trong phép phân tích toán tử T (A). Để phân tích

của toán tử T (A) ta cần phân tích toán tử hàm A, tức là biểu diễn nó dưới dạng

A = A+RA−,

trong đó các toán tử hàm A+ và A− khả nghịch và cùng với các toán tử nghịch

đảo của chúng, A−1
+ và A−1

− thỏa mãn điều kiện về kí hiệu Hankel của chúng

P−A
±1
+ P+ = 0 vàP+A

±1
− P− = 0,

và thừa số R là một toán tử khả nghịch có hệ số đơn giản. Khi đó, ta có một

đẳng cấu đại số, bài toán phân tích này tương đương với bài toán phân tích hàm

ma trận tương ứng (2.3) trong đại số các hàm ma trận thỏa mãn điều kiện (2.5).

Sau đây, ta đưa ra một số kí hiệu cần thiết:

Cho Γ0 = {t : |t| = 1} và H = Hµ(Γ0) là tập các hàm thỏa mãn điều kiện Holder

với chỉ số µ. Cho H+ = P+ H , H0
− = P−H , H− = C ⊕ P−H, và cho A là đại

số của tất cả các toán tử hàm với hệ số thuộc H , A± là tập tất cả các toán tử

hàm với hệ số thuộc H±, A
0
− là tập tất cả các toán tử hàm với hệ số thuộc H0

− .

Khi đó

A = A+ ⊕ A0
− vàP∓A± P± = {0}.
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Bởi vì toán tử dịch chuyển U giao hoán với toán tử tích phân kì dị S nên ta

có P± U P∓ = 0.

Đại số A được gọi là đại số phân tích.

Ta kí hiệu H2×2
α là tập tất cả các hàm ma trận dạng (2.3) với các phần tử

thuộc H. Dễ thấy rằng H2×2
α là đại số con của đại số H2×2 và

H2×2
α = H2×2

+,α ⊕ H̃
2×2

−,α ,

trong đó

H2×2
+,α = P+ H2×2

α và H̃
2×2

−,α = P−H
2×2
α ,H2×2

−,α := H̃
2×2

−,α ⊕C2×2

tức là, đại số H2×2
α cũng là một đại số phân tích.

Xét phép biến đổi

π : A −→ H2×2
α

A = aI + b U 7−→ A =

(
a b

b(α) a(α)

)
.

Ta thấy π là một đẳng cấu đại số từ đại số A vào đại số H2×2
α , và với dịch chuyển

phân tuyến tính, đẳng cấu π thỏa mãn điều kiện sau:

π(A±) = H2×2
±,α .

Do đó, để phân tích toán tử A trong đại số A ta chỉ cần phân tích hàm ma

trận A trong đại số H2×2
α .

2.1.2 Phân tích ma trận hàm trong đại số H2×2
α

Xét toán tử

Π[x,y] : H2×2 −→ H2×2

được xác định như sau:

Π[x,y]A
def
=

1

2
(A− xA(α)y),

trong đó A ∈H2×2, x và y là các phần tử cố định của đại số H2×2.

Dễ thấy rằng nếu x x(α) = e0, y(α) y = e0, e0 =

(
1 0
0 1

)
thì Π[x,y] là một toán
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tử chiếu trong H2×2
α . Thật vậy

Π2
[x,y]A = Π[x,y]

(
1

2
(A− xA(α)y)

)
=

1

2

[
1

2
(A− xA(α)y)− x

2
(A(α)− x(α)Ay(α))y

]
=

1

4
[A− 2xA(α)y + xx(α)Ay(α))y] = Π[x,y]A

với mọi hàm ma trận A ∈H2×2.

Ngoài ra, nếu thêm điều kiện x = y−1 thì tập kerΠ[x,y] là một đại số. Thật

vậy, với A ∈ kerΠ[x,y], B ∈ kerΠ[x,y], tức là A = xA(α)y, B = xB(α)y thì

AB = xA(α)y.xB(α)y = xA(α)y.y−1B(α)y = xA(α)B(α)y,

suy ra AB ∈ kerΠ[x,y]. Từ (2.5) suy ra

H2×2
α = kerΠ[e,e], e =

(
0 1
1 0

)
.

Do đó, bài toán phân tích thành nhân tử của ma trận A trong đại số H2×2
α

có thể được phát biểu như sau:

Tìm một phân tích của A ∈ ker Π[e,e] sao cho các thừa số phân tích tương ứng

cũng thuộc không gian con ker Π[e,e].

Trong trường hợp các chỉ số thành phần của ma trận A bằng 0, bài toán

phân tích được giải quyết dễ dàng, bởi vì nếu A ∈ H2×2
α có một phân tích với

các chỉ số thành phần bằng 0 trong H2×2 (gọi là phân tích chính tắc) thì hàm

ma trận này cũng có một phân tích chính tắc trong đại số H2×2
α . Để thấy điều

này, ta cần một số thông tin về dịch chuyển α. Hàm biến đổi phân tuyến tính

α(z) =
z − β
βz − 1

, |β| < 1

có hai điểm cố định ξ1 và ξ2. Rõ ràng, chúng không nằm trên Γ0 bởi vì α(t) =
t− β
βt− 1

, |β| < 1 là dịch chuyển Carleman bảo toàn hướng trên Γ0. Một trong hai

điểm này nằm bên trong Γ0 và điểm còn lại nằm bên ngoài Γ0.

Bây giờ, ta tìm các điểm cố định này. Với β = 0 thì α(z) = −z và các điểm

cố định là 0 và ∞. Với 0 < |β| < 1 thì phương trình α(z) = z có dạng

βz2 − 2z + β = 0.
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Do đó

ξ1,2 =
1∓
√

1− |β|2

β
, |ξ1 < 1|, |ξ2| > 1 .

Giả sử trong H2×2, ta có

A(t) = A+(t)A−(t), vớiA+(ξ1) = e0. (2.6)

Khi đó A(α(t)) = A+(α(t))A−(α(t)), mà A = eA(α)e nên ta có

A(t) = eA+(α(t))e eA−(α(t))e, và eA(α(ξ1))e = A+(ξ1) = e0.

Từ tính duy nhất của phân tích (2.6), suy ra

A+(t) = eA+(α(t))evà A−(t) = eA−(α(t))e, tức là A+(t), A−(t) ∈H2×2
α .

Bây giờ, ta xét trường hợp tổng quát mà các chỉ số thành phần đều khác

không.

Bổ đề 2.1. Cho

A(t) = A+(t) Λ(t)A−(t), (2.7)

trong đó

Λ(t) =

(
tk1 0
0 tk2

)
, k1 ≥ k2.

Khi đó

A+ ∈ ker Π[e,h+] và A− ∈ ker Π[h−,e],

trong đó

h+(t) =

(
ε(α+(t))k1 (α+(t))k1p(t)

0 −ε(α+(t))k2

)
,

h−(t) =

(
ε(α−(t))k1 tk2−k1(α−(t))k2p(t)

0 −ε(α−(t))k2

)
,

ε ∈ {−1, +1}, α+(t) = λ(βt − 1)−1, α−(t) = λ−1(t − β)t−1, λ =
√

1− |β|2, và p(t)

là đa thức bậc k1 − k2 thỏa mãn đẳng thức sau:

p(t) = (α+(t))k2−k1p(α(t)).

Chứng minh. Từ điều kiện A ∈ kerΠ[e,e], ta suy ra hàm ma trận A cũng có phân

tích sau

A = eA(α)e = eA+(α) Λ(α)A−(α)e = eA+(α) Λ+(t)Λ(t)Λ−(t)A−(α)e,
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trong đó

Λ± =

(
(α±(t))k1 0

0 (α±(t))k2

)
.

Theo định lí (1.2) về quan hệ giữa hai phân tích của cùng một hàm ma trận

không kì dị , ta thu được

A+ = eA+(α(t))Λ+(t)h(t)vàA− = Λ−1(t)h−1(t)Λ(t)Λ−A−(α(t))e, (2.8)

trong đó

h(t) =

(
λ1 p(t)
0 λ2

)
,

λ1 và λ2 là các hằng số, và p(t) là một đa thức bậc k1 − k2.

Ta chứng minh rằng λ1λ2 = −1vàλ2
1 = λ2

2 = 1. Điều này nghĩa là λ1 = ε, λ2 =

−ε trong đó ε = 1 hoặc ε = −1.

Thật vậy, ta có α+(ξ1) =
λ

βξ1 − 1
= −1. Vì k1 + k2 là số chẵn nên detA+(ξ1) =

(α+(ξ1))k1+k2 = 1. Hơn nữa, ta có deth(ξ1) = λ1.λ2 và detA+(ξ1) 6= 0 bởi vì |ξ1| < 1.

Từ đẳng thức A+(t) = eA+(α(t))Λ+(t)h(t), suy ra

detA+(ξ1) = − detA+(α(ξ1)) det Λ+(ξ1) deth(ξ1), (vì det e = −1). (2.9)

Do đó λ1λ2 = −1.

Từ đẳng thức thứ nhất trong (2.8) ta cũng có

A+(α(t)) = eA+(t)Λ+(α(t))h(α(t)). (2.10)

Thay (2.10) vào hệ thức (2.9) ta thu được

A+(t) = e eA+(t)Λ+(α(t))h(α(t))Λ+(t)h(t).

Do đó

e0 = Λ+(α(t))h(α(t))Λ+(t)h(t), với e0 =

(
1 0
0 1

)
. (2.11)

Đánh giá định thức tại điểm t = ξ1 ta thu được λ2
1 = λ2

2 = 1. Do đó λ1 =

ε, λ2 = −ε trong đó ε ∈ {+1,−1}.
Sử dụng đẳng thức (2.9) và α+.α+(α(t)) = 1 ta thu được(

1 0
0 1

)
=

(
1 ε(p(t)− (α+(t))k2−k1p(α(t))
0 1

)
.
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Từ hệ thức trên suy ra p(t) = (α+(t))k2−k1p(α(t)).

Bằng tính toán trực tiếp, ta thu được

h+(t) =

(
ε(α+(t))k1 (α+(t))k1p(t)

0 −ε(α+(t))k2

)
= Λ+(t)h(t),

h−(t) =

(
ε(α−(t))k1 tk2−k1(α−(t))k2p(t)

0 −ε(α−(t))k2

)
= Λ−1(t)h−1(t)Λ(t)Λ−(t),

trong đó h−1(t) =

(
ε p(t)
0 −ε

)
là nghịch đảo của h(t). So sánh với (2.8) ta được

A+(t) = eA+(α(t))h+(t), và A−(t) = h−(t)A−(α(t))e,

tức là A+ ∈ ker Π[e,h+] và A+ ∈ ker Π[h−,e].

Hệ quả 2.1.

(Λ+(t))−1(A+(α(t)))−1eA+(t) =

(
ε p(t)
0 −ε

)
. (2.12)

Hệ thức (2.12) dễ dàng suy ra từ đẳng thức thứ nhất trong (2.8).

Nhận xét 2.1. Ta có thể thấy A± 6∈ H2×2
+,α , Λ(t) 6∈ H2×2

α . Do đó, ta sẽ cố gắng

tác động lên các ma trận A+ và A− nhờ các ma trận R+ và R+ không suy biến

trên Γ0 sao cho

(A+R+)±1 ∈H2×2
+,α , (R−A−)±1 ∈H2×2

−,α ,

R = R−1
+ ΛR−1

− ∈ H2×2
α , và hàm ma trận R có dạng đơn giản nhất trong H2×2

α ,

bất biến trong H2×2
α với toán tử dịch chuyển cũng như toán tử nhân bởi ma trận

hằng e từ bên trái và từ bên phải.

Kí hiệu M r
X là toán tử nhân từ bên phải bởi ma trận X, tức là M r

XA
def
= AX.

Dễ thấy rằng nếu X ∈ kerΠ[h−1
+ ,e] thì M r

X : kerΠ[e,h+] −→ kerΠ[e,e]. Thật

vậy, với A+ ∈ kerΠ[e,h+], tức là A+ = eA+(α)h+ và X ∈ kerΠ[h−1
+ ,e], tức là

X = h−1
+ X(α)e thì

M r
XA

+ = A+X = eA+(α)h+h
−1
+ X(α)e = eA+(α)X(α)e.

Do đó A+X ∈ kerΠ[e,e]. Dễ dàng kiểm tra rằng hàm ma trận h+ thỏa mãn đẳng

thức

h−1
+ (t) = h+(α(t)). (2.13)
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Từ điều trên, suy ra Π[e,h+] và Π[h−1
+ ,e] là các toán tử chiếu. Thật vậy, ta đã

biết Π[x,y] là toán tử chiếu nếu xx(α) = e0 và y(α)y = e0. Trước hết, xét toán tử

Π[e,h+]. Ta có e.e = e0 và h+(α(t)).h+(t) = e0 (do (2.13)). Do đó Π[e,h+] là toán tử

chiếu. Tương tự, ta có h−1
+ (t).h−1

+ (α(t)) = [h+(α(t)).h+(t)]−1 = e0 và e.e = e0 nên

suy ra Π[h−1
+ ,e] cũng là toán tử chiếu.

Do Π[h−1
+ ,e] là toán tử chiếu nên ta có

ker Π[h−1
+ ,e] = im (I − Π[h−1

+ ,e]).

Bây giờ, ta tìm hàm ma trận R+(t) sao cho

A+R+ ∈H2×2
+,α .

Hơn nữa, ta cũng cần

(A+R+)−1 ∈H2×2
+,α .

Ta cần tìm hàm ma trận với tính chất cần thiết sao cho detR+(t) 6= 0 trên

Γ0. Ta kiểm tra rằng hàm ma trận

R+ = (α+)
−k2
2

(1
2(r+ + p) 1

2(r+ − p)

−ε 1

)
, (2.14)

trong đó

r+(t) = (α+(t))k2−k1r+(α(t))và r+(t) 6= 0với |t| ≤ 1 (2.15)

thỏa mãn các điều kiện đã đề cập ở trên. Thật vậy, bằng kiểm tra trực tiếp ta

được

detR+(t) = (α+(t))−k2r+(t) 6= 0với |t| ≤ 1vàR+(t) = h−1
+ (t)R+(α(t))e.

Theo Bổ đề 2.1, ta có A+ ∈ ker Π[e,h+], tức là A+ = eA+(α)h+(t). Do đó:

A+R+ = eA+(α(t))h+(t)R+(t)h−1
+ (t)R+(α(t))e = eA+(α(t))R+(α(t))e.

Suy ra

A+R+ ∈ ker Π[e,e] vàA+R+ ∈H2×2
+,α .

Ta lại có

(A+R+)−1 = R−1
+ (A+)−1 = eR−1

+ (α(t))h+(t)h−1
+ (t)(A+(α(t)))−1e = e (A+(α(t))R+(α(t)))−1e.
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Do đó

(A+R+)−1 ∈ ker Π[e,e] và (A+R+)−1 ∈H2×2
+,α .

Hàm ma trận R−(t) thỏa mãn điều kiện

detR−(t) 6= 0với |t| ≥ 1và (R−A−)±1 ∈H2×2
−,α

được xây dựng tương tự.

Kí hiệu M l
X là toán tử nhân từ bên trái bởi ma trận X, tức là M l

XA
def
= XA.

Dễ thấy rằng nếu X ∈ kerΠ[e,h−1
− ] thì M l

X : kerΠ[h−,e] −→ kerΠ[e,e]. Thật

vậy, với A− ∈ kerΠ[h−,e], tức là A− = h−A−(α)e và X ∈ kerΠ[e,h−1
− ], tức là X =

eX(α)h−1
− thì

M l
XA
− = XA− = eX(α)h−1

− h−A−(α)e = eX(α)A−(α)e.

Do đó XA− ∈ kerΠ[e,e]. Dễ dàng kiểm tra rằng hàm ma trận h− thỏa mãn đẳng

thức

h−1
− (t) = h−(α(t)). (2.16)

Từ điều trên, suy ra Π[h−,e] và Π[e,h−1
− ] là các toán tử chiếu. Do Π[e,h−1

− ] là toán

tử chiếu nên ta có

ker Π[e,h−1
− ] = im (I − Π[e,h−1

− ]).

Ta tìm hàm ma trận R−(t) sao cho

detR−(t) 6= 0và (R−A−)±1 ∈H2×2
−,α .

Cho r−(t) là hàm thỏa mãn

r−(t) 6= 0với |t| ≥ 1và r−(t) = (α+(t))k2−k1r−(α(t)). (2.17)

Khi đó, hàm ma trận

R− = (α−)
−k1
2

(
1 −1

2εt
k2−k1(r− − p)

ε 1
2t
k2−k1(r− + p)

)
(2.18)

với detR−(t) = tk2−k1(α−(t))−k1r−(t) 6= 0với |t| ≥ 1, thỏa mãn điều kiện (R−A−)±1 ∈
H2×2
−,α ,(vì R− = eR−(α)h−1

− ).

Do đó, với các hàm số r+ và r− có dạng được xét ở trên, ta thu được phân

tích của ma trận A có dạng

A = A+R+RR−A−, (2.19)
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trong đó

(A+R+)±1 ∈H2×2
+,α , (R−A−)±1 ∈H2×2

−,α , (2.20)

và

R = R−1
+ ΛR−1

− . (2.21)

Dễ dàng kiểm tra rằng R ∈H2×2
α . Thật vậy, ta có

R+ = h−1
+ R+(α)e, R− = eR−(α)h−1

− .

Suy ra

R−1
+ = eR−1

+ h+, R−1
− = h−R−1

− (α)e.

Do đó

R−1
+ ΛR−1

− = eR−1
+ (α)h+Λh−R−1

− (α)e. (2.22)

Bằng kiểm tra trực tiếp, ta có

h+Λh− = Λ(α). (2.23)

Thay (2.23) vào (2.22), ta được

R−1
+ ΛR−1

− = eR−1
+ (α)Λ(α)R−1

− (α)e,

tức là R ∈H2×2
α

Như vậy, hàm ma trận A có phân tích trong H2×2
α xác định bởi các công thức

(2.19), (2.20), (2.21), (2.14), (2.18).

Bây giờ, ta tìm chính xác cấu trúc của hàm ma trận R(t). Lưu ý rằng, hàm

ma trận R(t) không chỉ thuộc đại số H2×2
α mà nó còn bất biến với toán tử dịch

chuyển W . Ta sẽ tính R−1
+ và R−1

− , tương ứng là nghịch đảo của các hàm ma

trận R+ và R+.

Ta có

R−1
+ = (α+)

k2
2

 1
r+
−1

2ε
(
1− p

r+

)
ε
r+

1
2

(
1 + p

r+

)
 , R−1

− = (α−)
k1
2

1
2

(
1 + p

r−

)
1
2ε
(
1− p

r−

)
−εtk1−k2

r−
tk1−k2
r−


với r+(t) = ((α)+(t))k2−k1r+(α(t)), r−(t) = ((α)+(t))k2−k1r−(α(t))

Sau khi tính toán đơn giản, ta thu được

R = R−1
+ ΛR−1

− =
1

2
tk1(α+)

k2
2 (α−)

k1
2

 ( 1
r+

+ 1
r−

)
ε
(

1
r+
− 1

r−

)
ε
(

1
r+
− 1

r−

) (
1
r+

+ 1
r−

)
 . (2.24)
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Dễ dàng kiểm tra được các hàm

f± =
1

2
tk1(α+)

k2
2 (α−)

k1
2

(
1

r+
± 1

r−

)
thỏa mãn các điều kiện

f±(t) = f±(α(t)).

Do đó, hàm ma trận R có thể viết được dưới dạng

R =

(
f+ f−

f− f+

)
,

và nó thỏa mãn các hệ thức sau:

R(t) = R(α(t)), R = eRe,

hay

R(t) = (WR)(t), R = M l
eM

r
e (R)

Mặt khác, nếu ta lưu ý rằng đại số H2×2
α được sinh ra bởi các đẳng cấu đại

số W , trong đó (WA)(t) = A(α(t)) và =e = M l
eM

r
e thì ta suy ra các phần tử của

đại số này có phân tích dưới dạng

A = A+RA−,

trong đó (A±)±1 ∈ H2×2
±,α và R là một hàm ma trận bất biến với đẳng cấu W

cũng như với đẳng cấu =e.
Để đơn giản dạng của hàm ma trận R, ta cần chọn các hàm số r± đơn

giản nhất thỏa mãn yêu cầu. Bằng kiểm tra trực tiếp ta thấy các đa thức

r+(t) = (α+(t))
k2−k1

2 , r−(t) = tk1−k2(α−(t))
k1−k2

2 tương ứng thỏa mãn các hệ thức

(2.15) và (2.17). Thay chúng vào công thức (2.24) ta thu được

R =
1

2

 tk1(α+)
k1
2 (α−)

k1
2 + tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 ε(tk1(α+)

k1
2 (α−)

k1
2 − tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 )

ε(tk1(α+)
k1
2 (α−)

k1
2 − tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 ) tk1(α+)

k1
2 (α−)

k1
2 + tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2


(2.25)

Bằng tính toán trực tiếp, ta dễ dàng kiểm tra được rằng hàm ma trận R có

thể được viết dưới dạng đơn giản hơn sau

R = Sε(Λ
+)

1
2 Λ(Λ−)

1
2S−1

ε , (2.26)

trong đó

Sε =

(
1 −ε
ε 1

)
, S−1

ε =
1

2

(
1 ε
−ε 1

)
.
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2.1.3 Phân tích thành nhân tử của toán tử tích phân kì dị
T (A).

Trước tiên, ta viết phân tích của toán tử hàm A = a(t)I + b(t)U phù hợp với

phân tích của hàm ma trận A trong đại số H2×2
α . Ta có

A = A+RA−,

trong đó

A+ = π−1(A+R+), A− = π−1(R−A−),

R = π−1(R)
def
= u I + εv U,

với

π : A −→ H2×2
α

A = aI + b U 7−→ A =

(
a b

b(α) a(α)

)
là đẳng cấu,

U = α+(t)W,

u =
1

2
(tk1(α+)

k1
2 (α−)

k1
2 + tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 ),

v =
1

2
(tk1(α+)

k1
2 (α−)

k1
2 − tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 ),

Lưu ý rằng

P+A
±1
+ P+ = A±1

+ P+, P−A
±1
− P− = A±1

− P−,

ta thấy toán tử tích phân kì dị T (A) có thể biểu diễn được dưới dạng

T (A) = A+ T (R) (A−1
+ P+ + A−P−), (2.27)

trong đó

T (R) = P+ +RP−. (2.28)

Các toán tử A+ và D = A−1
+ P++A−P− khả nghịch với D−1 = (A−1

+ P++A−P−)−1 =

A+P+ + A−1
− P−. Thật vậy

DD−1 = (A−1
+ P+ + A−P−)(A+P+ + A−1

− P−)

= A−1
+ P+A+P+ + A−1

+ P+A
−1
− P− + A−P−A+P+ + A−P−A

−1
− P−

= A−1
+ A+P+ + A−A

−1
− P−

= P+ + P− = I.

Tương tự, ta có D−1D = I.
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Định lý 2.1. Nếu k1 = k2 = 0 thì toán tử T (A) khả nghịch và toán tử nghịch

đảo của nó là

T−1(A) = (A+P+ + A−1
− P−)A−1

+ .

Chứng minh. Nếu k1 = k2 = 0 thì u = v = 0, suy ra R = 0, T (R) = I.

Do đó T (A) = A+D.

Mặt khác, các toán tử A+, D khả nghịch nên suy ra toán tử T (A) cũng khả

nghịch và

T−1(A) = (A+P+ + A−1
− P−)A−1

+ .

Định lý 2.2. Nếu k1 ≥ k2 > 0 thì toán tử T (A) khả nghịch phải. Nếu k2 ≤ k1 < 0

thì toán tử T (A) khả nghịch trái. Trong cả hai trường hợp, toán tử nghịch đảo

một phía T−1(A) được biểu diễn dưới dạng

T−1(A) = (A+P+ + A−1
− P−)(P+ +R−1P−)A−1

+ . (2.29)

Chứng minh. Ta thấy rằng các hệ số của toán tử R giải tích trong |z| < 1 nếu

k1 ≥ k2 > 0 và chúng giải tích trong |z| > 1 nếu k2 ≤ k1 < 0. Do đó, với các kí

hiệu Hankel của toán tử R ta có P−RP+ = 0 nếu k1 ≥ k2 > 0 và P+RP− = 0 nếu

k2 ≤ k1 < 0. Bây giờ, ta xét toán tử ngược R−1. Bằng tính toán trực tiếp, ta

kiểm tra được rằng

R−1 = L−1(u(α)I − ε v U),

trong đó

U = α+(t)W,

L = uu(α)− ε2vv(α) = uu(α)− vv(α) = tk1+k2(α+(t))
k1+k2

2 (α−(t))
k1+k2

2 .

Thật vậy

R−1R = L−1(u(α)I − ε v U)(uI + ε v U)

= L−1(u(α)uI + εu(α)vU − εvUuI − ε2vUvU)

= L−1(u(α)uI + εu(α)vU − εvu(α)U − ε2vv(α)I)

= L−1(u(α)u− ε2vv(α))I = I

Tương tự, ta cũng có RR−1 = I.

Do đó, ta thu được

R−1 =
1

2

{(
t−k2(α+)−

k2
2 (α−)−

k2
2 + t−k1(α+)−

k1
2 (α−)−

k1
2

)
I

− ε
(
t−k2(α+)−

k2
2 (α−)−

k2
2 − t−k1(α+)−

k1
2 (α−)−

k1
2

)
U
}
,
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Nếu k1 ≥ k2 > 0 thì toán tử R−1 có các hệ số giải tích trong |z| > 1 và do

đó P+R
−1P− = 0. Nếu k2 ≤ k1 < 0 thì toán tử R−1 có các hệ số giải tích trong

|z| < 1 và do đó P−R−1P+ = 0. Dễ dàng kiểm tra rằng T (R−1) = P+ + R−1P− là

toán tử khả nghịch phải của T (R) (T (R−1) = T−1
r (R)) nếu k1 ≥ k2 > 0 và nó là

toán tử khả nghịch trái của T (R) (T (R−1) = T−1
l (R)) nếu k2 ≤ k1 < 0.

Toán tử nghịch đảo một phía ( phải hoặc trái) của T (A) có thể được viết

dưới dạng duy nhất sau

T−1(A) = (A+P+ + A−1
− P−)(P+ +R−1P−)A−1

+ .

Thật vậy, trong trường hợp k1 ≥ k2 > 0 ta có

T (A)T−1(A) = A+T (R)(A−1
+ P+ + A−P−)(A+P+ + A−1

− P−)(P+ +R−1P−)A−1
+

= A+T (R)T−1
r (R)A−1

+ = I.

Trong trường hợp k2 ≤ k1 < 0 ta có

T−1(A)T (A) = (A+P+ + A−1
− P−)(P+ +R−1P−)A−1

+ A+T (R)(A−1
+ P+ + A−P−)

= (A+P+ + A−1
− P−)T−1

l (R)T (R)(A−1
+ P+ + A−P−) = I.

Nhận xét 2.2. Vì các toán tử A+ và D = A−1
+ P+ +A−P− khả nghịch và T (A) =

A+T (R)D nên trong trường hợp tổng quát ta có

dim kerT (A) = dim kerT (R).

Do đó, ta sẽ nghiên cứu hạch của toán tử T (R).

Dễ dàng kiểm tra được rằng các hệ số u và v trong biểu diễn của toán tử

R = uI + εvU thỏa mãn điều kiện u(α) = u, v(α) = v. Do đó

T (R)U = UT (R). (2.30)

Thật vậy

UT (R) = U(P+ +RP−) = UP+ + U(uI + εvU)P−

= P+U + u(α)UP− + εv(α)U2P− = P+U + (u(α)I + εv(α)U)P−U

= (P+ + u(α)P− + εv(α)UP−)U = (P+ + (uI + εvU)P−)U = T (R)U.

Từ (2.30) suy ra rằng nhân của toán tử T (R) bất biến đối với toán tử dịch

chuyển U, tức là nếu f ∈ kerT (R) thì Uf ∈ kerT (R).
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Ta xét các toán tử Q± = 1
2(I±U). Vì (Q±)2 = 1

4(I±2U+U2) = 1
4(2I±2U) = Q±

nên Q± là các toán tử chiếu. Do ker T (R) bất biến đối với toán tử dịch chuyển

U nên suy ra rằng nếu ϕ ∈ kerT (R) thì ψ(±) = Q±ϕ ∈ kerT (R).

Ta xét các hàm số

ϕ± = P±ϕ, ψ
(±)
± = P±Q

±ϕ.

Sử dụng hệ thức giao hoán SU = US ta thu được

ψ
(±)
± = P±Q

±ϕ = Q±P±ϕ = Q±ϕ±.

Chẳng hạn

P+Q
−ϕ =

1

2
(I + S)

1

2
(I − U)ϕ =

1

4
(I + S − U − US)ϕ

=
1

2
(I − U)

1

2
(I + S)ϕ = Q−P+ϕ = Q−ϕ+.

Hơn nữa, ta có

ψ
(±)
+ +Rψ

(±)
− = 0. (2.31)

Thật vậy, ψ(±)
+ ϕ+Rψ

(±)
− ϕ = P+Q

±ϕ+RP−Q
±ϕ = (P+ +RP−)Q±ϕ = 0, vì (Q±ψ ∈

kerT (R)).

Bây giờ, ta chỉ ra rằng

Rψ
(+)
− = (u+ εv)ψ

(+)
− , Rψ

(−)
− = (u− εv)ψ

(−)
− . (2.32)

Thật vậy

(uI + εvU)ψ
(+)
− = (uI + εvU)P−Q

+ϕ =
1

4
(uI + εvU)(I − S)(I + U)ϕ

=
1

4
(uI − uS + uU − uUS + εvU − εvUS + εvI − εvS)ϕ

=
1

4
[(u+ εv)I − (u− εv)S + (u+ εv)U − (u+ εv)US]ϕ

=
1

4
(u+ εv)(I − S)(I + U)ϕ = (u+ εv)P−Q

+ϕ = (u+ εv)ψ
(+)
− ,

(uI + εvU)ψ
(−)
− = (uI + εvU)P−Q

−ϕ =
1

4
(uI + εvU)(I − S)(I − U)ϕ

=
1

4
(uI − uS − uU + uUS + εvU − εvUS − εvI + εvS)ϕ

=
1

4
[(u− εv)I − (u− εv)S − (u− εv)U + (u− εv)US]ϕ

=
1

4
(u− εv)(I − S)(I − U)ϕ = (u− εv)P−Q

−ϕ = (u− εv)ψ
(−)
− ,
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Từ các phương trình (2.31) và (2.32), ta suy ra các hàm số

ψ(±) = ψ
(±)
+ + ψ

(±)
− ,

trong đó P+ψ
(±) = ψ

(±)
+ , P−ψ

(±) = ψ
(±)
− là các nghiệm của phương trình tích

phân kì dị không dịch chuyển sau:

T (u± εv)ψ(±) def
= (P+ + (u± εv)P−)ψ(±) = 0. (2.33)

Tính toán các hệ số u± εv, ta thu được

u+ εv =

{
tk1(α+)

k1
2 (α−)

k1
2 nếu ε = 1,

tk2(α+)
k2
2 (α−)

k2
2 nếu ε = −1,

(2.34)

u− εv = u+ (−ε)v =

{
tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 nếu ε = 1,

tk1(α+)
k1
2 (α−)

k1
2 nếu ε = −1.

(2.35)

Từ các công thức trên, ta thu được bổ đề sau

Bổ đề 2.2.

kerT (R) =


kerT (tk1(α+)

k1
2 (α−)

k1
2 ) ∩ kerQ− ⊕ kerT (tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 ) ∩ kerQ+,

nếu ε = 1,

kerT (tk1(α+)
k1
2 (α−)

k1
2 ) ∩ kerQ+ ⊕ kerT (tk2(α+)

k2
2 (α−)

k2
2 ) ∩ kerQ−,

nếu ε = −1.
(2.36)

Chứng minh. Với mọi ϕ ∈ kerT (R), ta có

ϕ = Iϕ = (Q+ +Q−)ϕ = Q+ϕ+Q−ϕ = ψ+ + ψ−.

Theo (2.33), (2.34), ta có ψ+ ∈ kerT (u+ εv), ψ− ∈ kerT (u− εv).

Mặt khác, do ψ+ = Q+ϕ, nên

Q+ψ+ = Q+(Q+ϕ) = Q+ϕ = ψ+.

Suy ra Q−ψ+ = 0. Do đó ψ+ ∈ kerQ−.

Tương tự, ta có ψ− ∈ kerQ+. Từ đó, suy ra công thức (2.36).

Tiếp theo, ta phân tích công thức(2.36).

Ta đã biết, toán tử tích phân kì dị không dịch chuyển

T (tn(α+)
n
2 (α−)

n
2 )

def
= P+ + tn(α+)

n
2 (α−)

n
2P−
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có hạch không tầm thường chỉ khi n > 0, và khi đó

dim kerT (tn(α+)
n
2 (α−)

n
2 ) = n.

Giả sử rằng n > 0 và ψ ∈ kerT (tn(α+)
n
2 (α−)

n
2 ). Khi đó, bài toán bờ Riemann

thuần nhất tương ứng với toán tử T được viết dưới dạng

ψ+(t) = −tn[α+(t)]
n
2 [α−(t)]

n
2ψ−(t).

Các hàm chính tắc của bài toán thuần nhất trên là χ+(z) = [α+(z)]
n
2 , χ−(z) =

−z−n[α−(z)]−
n
2 . Do đó, nghiệm của bài toán là

ψ+ = (α+)
n
2Pn−1, ψ− = −t−n(α−)−

n
2Pn−1 vớiψ−(∞) = 0,

trong đó Pn−1 là đa thức bậc không quá n− 1.

Từ công thức (2.36), ta chỉ cần những nghiệm của phương trình tích phân kì

dị không dịch chuyển đồng thời thuộc hạch của các toán tử chiếu Q(±). Ta xét

các toán tử

Q(±,n) =
1

2
(I ± (α+)−nU). (2.37)

Ta thấy Q(±,n) là các toán tử chiếu. Thật vậy,

[Q(±,n)]2 =
1

4
(I ± (α+)−nU)(I ± (α+)−nU) =

1

4
(I ± 2(α+)−nU + (α+)−nU(α+)−nU)

=
1

4
(I ± 2(α+)−nU + (α+)−n(α+)nU2) =

1

4
(2I ± 2(α+)−nU) = Q(±,n).

Đặc biệt, nếu n = 0 thì Q(±,0) = Q(±).

Dễ thấy rằng ψ+ ∈ kerQ(±), khi và chỉ khi Pn−1 ∈ kerQ(±,n), hoặc ψ− ∈
kerQ(±). Thật vậy

ψ+ ∈ kerQ(±) ⇔ 1

2
(I ± U)ψ+ = 0⇔ 1

2
(I ± U)(α+)

n
2Pn−1 = 0

⇔ 1

2
((α+)

n
2 ± (α+)

−n
2 U)Pn−1 = 0⇔ 1

2
(I ± (α+)−nU)Pn−1 = 0,

tức là Pn−1 ∈ kerQ(±,n).

Hơn nữa, ψ− = −t−n(α−)−
n
2Pn−1 = −t−n(α+)−

n
2 (α−)−

n
2ψ+. Do đó ψ+ ∈ kerQ(±),

khi và chỉ khi ψ− ∈ kerQ(±).

Vì vậy, để thu được các nghiệm thuộc hạch của các toán tử chiếu Q(±), ta chỉ

cần tìm các đa thức bậc n− 1 thuộc hạch của các toán tử chiếu Q(±,n).

Cho Pn−1 là không gian tất cả các đa thức bậc không quá n − 1. Dễ thấy
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rằng Q(±,n) : Pn−1 → Pn−1. Thật vậy, cho Pn−1(t) =
n−1∑
k=0

ckt
k. Khi đó

Q(±,n)Pn−1(t) =
1

2
(I ± (α+)−nU)(

n−1∑
k=0

ckt
k) =

1

2

( n−1∑
k=0

ckt
k ± (α+)−n+1

n−1∑
k=0

ck(α
+)ktk(α−)k

)

=
1

2

( n−1∑
k=0

ck
(
tk ± (α+)−n+1+ktk(α−)k

))
.

Chú ý rằng α+(t) =
λ

βt− 1
, α−(t) =

t− β
λt

, ta thu được

(α+)−n+1+k =

[
1

λ
(βt− 1)

]n−k−1

, tk(α−)k =
1

λk
(t− β)k.

Từ đó, suy ra

r̃(t) = (α+)−n+1+ktk(α−)k =
1

λn−1
(t− β)k(βt− 1)n−k−1

là đa thức bậc n− 1.

Bây giờ, ta xét ma trận biểu diễn Ω(±,n) của các toán tử chiếu Q(±,n) : Pn−1 →
Pn−1 trong cơ sở

rm(t) = tn−1(α−)m, m = 0, ..., n− 1 (2.38)

Cơ sở được chọn sao cho các ma trận Ω(±,n) có dạng đơn giản nhất. Do

đó, ta tính rankΩ(±,n) = dim imQ(±,n) dễ dàng. Xét cơ sở (2.38) ta có, với

m = 0, 1, ...n− 1,

Q(±,n)rm =
1

2
(I ± (α+)−nU)(tn−1(α−)m) =

1

2
(tn−1(α−)m ± (α+)−nα+αn−1(α−)−m)

=
1

2
(tn−1(α−)m ± (α+)−n+1(α+)n−1tn−1(α−)n−1(α−)−m)

=
1

2
tn−1 (α−)m ± (α−)n−1−m

2
=

1

2
(rm ± rn−1−m).

Từ công thức trên ta dễ dàng tìm được các ma trận Ω(±,n), và cấu trúc của

Ω(±,n) phụ thuộc vào n là số lẻ hay chẵn.

Với ma trận Ω(+,n), ta có

Ω(+,n) =
1

2



1 1
. . . . . .

1 1
2

1 1

. . . . . .
1 1


,Ω(+,n) =

1

2


1 1

. . . . . .

1 1
1 1

. . . . . .
1 1


(2.39)
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tương ứng trong trường hợp n lẻ hay chẵn.

Ma trận Ω(−,n) có dạng

Ω(−,n) =
1

2



1 −1
. . . . . .

1 −1
0

−1 1

. . . . . .
−1 1


,Ω(−,n) =

1

2


1 −1

. . . . . .

1 −1
−1 1

. . . . . .
−1 1


(2.40)

tương ứng trong trường hợp n lẻ hay chẵn.

Ta thấy, các ma trận Ω(±,n) là ma trận lũy đẳng, đối xứng, và rankΩ(±,n) =

trΩ(±,n). Từ các biểu diễn (2.39), (2.40), ta suy ra

trΩ(+,n) =

[
n

2

]
+

1− (−1)n

2
, trΩ(−,n) =

[
n

2

]
,

trong đó
[
n
2

]
là phần nguyên của n

2 . Các toán tử chiếu Q(+,n) và Q(−,n) bù nhau.

Do đó

dim kerQ(+,n) = dim imQ(−,n) = trΩ(−,n) =

[
n

2

]
,

dim kerQ(−,n) = dim imQ(+,n) = trΩ(+,n) =

[
n

2

]
+

1− (−1)n

2
.

(2.41)

Hơn nữa, ta có một cơ sở của không gian con dim kerQ(+,n) và dim kerQ(−,n) là

dim kerQ(+,n) =

{
tn−1 (α−)m − (α−)n−1−m

2
, m = 0, 1, 2, . . . ,

[
n

2

]
− 1

}
dim kerQ(−,n) =

{
tn−1 (α−)m + (α−)n−1−m

2
, m = 0, 1, 2, . . . ,

[
n

2

]
+

1− (−1)n

2
− 1

}
.

(2.42)

Từ các công thức (2.41), (2.42), và bổ đề (2.2), ta thu được công thức tính

dim kerT (A)

dim kerT (A) = 0 nếu k1 ≤ 0,

dim kerT (A) =

[
k1

2

]
+

(1 + ε)(1− (−1)k1)

4
nếu k1 > 0, k2 ≤ 0,

dim kerT (A) =
k1 + k2

2
nếu k2 > 0.

Do đó, ta có định lí sau
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Định lý 2.3. Nếu hàm ma trận

A =

(
a(t) b(t)

b(α(t)) a(α(t))

)
,

tương ứng với toán tử hàm

A = a(t)I + b(t)U

có phân tích

A = A+

(
tk1 0
0 tk2

)
A−,

thì

(Λ+)−1(A+(α))−1eA+ =

(
ε P
0 −ε

)
, Λ+ =

(
(α+)k1 0

0 (α+)k2

)
và

dim kerT (A) =


0 nếu k1 ≤ 0 ,[

k1
2

]
+

(1+ε)(1−(−1)k1)
4 nếu k1 > 0 , k2 ≤ 0,

k1+k2
2 nếu k1 > 0, k2 > 0.

2.2 Phương trình tích phân kì dị đặc trưng với dịch

chuyển phân tuyến tính Carleman ngược hướng

2.2.1 Phát biểu bài toán phân tích thành nhân tử. Hệ thức
B = eA(α)e và các hệ quả của nó.

Xét toán tử tích phân kì dị tổng quát với dịch chuyển Carleman ngược hướng

T = a(t)P++b(t)WP++c(t)P−+d(t)WP− : Lp(Γ) −→ Lp(Γ), 1 < p <∞ (2.43)

trong đó a, b, c, d ∈ C(Γ), (Wϕ)(t) = ϕ(α(t)), α(α(t)) ≡ t.

Theo định lí (1.4), toán tử T là toán tử Noether nếu và chỉ nếu:

4(t) = a(t)c(α(t))− d(t)b(α(t)) 6= 0, (2.44)

và chỉ số của toán tử Noether T được tính bởi công thức:

indT = − 1

2π
{arg4(t)}Γ.

Xét phép biến đổi

1

2

(
I I
W −W

) (
T 0

0 T̃

) (
I W
I −W

)
= AP+ + BP− +D (2.45)
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nối kết toán tử T và toán tử bạn của nó là

T̃ = a(t)P+ − b(t)WP+ + c(t)P− − d(t)WP− : Lp(Γ) −→ Lp(Γ)

với toán tử tương ứng M = AP+ + BP− +D, trong đó

A =

(
a(t) d(t)

b(α(t)) c(α(t))

)
, B =

(
c(t) b(t)

d(α(t)) a(α(t))

)
(2.46)

Cho Γ = Γ0 = {t : |t| = 1} và (Uϕ)(t) = α−t−1(Wϕ)(t) là toán tử dịch chuyển

phân tuyến tính Carleman với

α(t) =
t− β
β − 1

, |β| > 1,

ở đây α(t) = α+(t)t−1α−(t) là phân tích của hàm dịch chuyển α(t) với α+(t) =

(iλ)−1(t− β), α−(t) = iλt(βt− 1)−1, λ =
√
|β|2 − 1. Từ đẳng thức S U = −U S, ta

suy ra toán tử compact D triệt tiêu và do đó M = AP+ +BP−. Trong trường hợp

dịch chuyển phân tuyến tính Carleman bảo toàn hướng, ta phân tích toán tử T.

Nhưng trong trường hợp dịch chuyển phân tuyến tính Carleman ngược hướng,

ta sử dụng ý tưởng khác. Trước tiên, ta xây dựng phân tích đặc biệt của toán

tử M = AP+ + BP−, sau đó áp dụng phép biến đổi ngược với phép biến đổi đã

cho trong (2.45), ta thu được phân tích cần thiết của toán tử T. Phần quyết định

trong việc thực hiện ý tưởng này nằm trong việc sử dụng hệ thức

B(t) = eA(α(t))e (2.47)

liên kết các hệ số ma trận A và B của toán tử M. Vì hàm ma trận A khả nghịch

và điều kiện (2.45), ta xét hàm ma trận C = A−1B. Ta giả thiết rằng hàm ma

trận C = A−1B có phân tích

C = C+ΛC−, (2.48)

Λ(t) = diag {tk1 , tk2}, k1 và k2 với k1 ≥ k2 là các chỉ số thành phần của C.
Ta chú ý rằng, nếu điều kiện (2.45) được thỏa mãn thì indT =

k1 + k2

2
, tức

là các chỉ số thành phần k1 và k2 của C cùng chẵn hoặc cùng lẻ.

Từ điều kiện B(t) = eA(α(t))e, ta suy ra ma trận C thỏa mãn điều kiện

C = eC−1(α)e. (2.49)

Thật vậy, nếu C = A−1B thì C−1(α) = B−1(α)A(α), kết hợp với hệ thức (2.47),

ta suy ra đẳng thức (2.49) tương đương với đồng nhất thức (A)−1eA(α)e =
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(A)−1eA(α)e.

Cùng với phân tích (2.48), sử dụng hệ thức (2.49), ta thu được đúng một phân

tích nữa của ma trận C dưới dạng

C = e [C−(α)]−1(Λ+)−1Λ(Λ−)−1[C+(α)]−1e, Λ± = Λ(α±), (2.50)

trong đó

Λ(t) =

(
tk1 0
0 tk2

)
, Λ±(t) =

(
(α±(t))k1 0

0 (α±(t))k2

)
.

Ta đặt

G(1)
± = C±, G(2)

+ = e[C−(α)]−1(Λ+)−1, G(2)
− = (Λ−)−1[C+(α)]−1e,

H+ = [G(2)
+ ]−1G(1)

+ , H− = G(2)
− [G(1)

− ]−1.

Theo định lí (1.2) về quan hệ giữa hai phân tích (2.49) và (2.50) của ma trận

C, ta suy ra

H+Λ = ΛH−,

trong đó

H+ =

(
λ1 P (t)
0 λ2

)
, H− =

(
λ1 tk2−k1P (t)
0 λ2

)
, (2.51)

λ1 và λ2 là các hằng số, P (t) là đa thức bậc không quá k1 − k2. Ta thấy rằng

H+(α) = Λ−H−1
− (Λ−)−1. (2.52)

Thật vậy, ta có

H+ = [G(2)
+ ]−1G(1)

+ = Λ+C−(α)e C+, H− = G(2)
− [G(1)

− ]−1 = (Λ−)−1[C+(α)]−1e (C−)−1.

(2.53)

Từ đó, suy ra

H+(α) = Λ+(α)C−e C+(α), (2.54)

H−1
− = C−e C+(α)Λ−. (2.55)

Từ hệ thức α±(α(t)) = α∓(t), ta suy ra Λ− = Λ+(α). Nhân đẳng thức (2.55) từ

bên trái với hàm Λ− = Λ+(α) và từ bên phải với hàm (Λ−)−1, kết hợp với đẳng

thức (2.54), ta thu được

Λ−H−1
− (Λ−)−1 = Λ+(α)C−e C+(α) = H+(α).



47

Bây giờ, ta sử dụng hệ thức (2.52) để tìm chính xác cấu trúc của các ma trận

H+ và H−. Từ các công thức (2.51) và (2.52), ta suy ra(
λ1 P (α(t))
0 λ2

)
=

1

λ1λ2

(
(α−)k1 0

0 (α−)k2

)(
λ2 −tk2−k1P (t)
0 λ1

)(
(α−)−k1 0

0 (α−)−k2

)
=

(
λ−1

1 −λ−1
1 λ−1

2 tk2−k1(α−)k1−k2P (t)

0 λ−1
2

)
.

Từ đó, suy ra rằng λ1 = λ−1
1 , λ2 = λ−1

2 . Do đó, λ2
j = 1, j = 1, 2 và P (α(t)) =

−λ1λ2t
k2−k1(α−(t))k1−k2P (t).

Ta có thể biết thêm thông tin về ma trận H+ bằng cách sử dụng sự kiện

hàm dịch chuyển α(t) có hai điểm cố định, kí hiệu là τ1 và τ2. Bây giờ, ta

đi tìm các điểm cố định này. Cho α(τ) = τ. Khi đó, βτ2 − 2τ + β = 0 . Do

đó, τ1,2 =
1∓
√

1− |β|2

β
. Tính toán α±(τ1) và α±(τ2), ta thu được α±(τ1) =

−τ1, α±(τ2) = −τ2. Chẳng hạn,

α+(τ1) =
1− i

√
|β|2 − 1− |β|2

iβ
√
|β|2 − 1

=
i(|β|2 − 1)−

√
|β|2 − 1

β
√
|β|2 − 1

=
i
√
|β|2 − 1− 1

β
= −τ1.

Mặt khác, k1 + k2 = k là số chẵn nên suy ra [α+(τi)]
k1+k2 = τki .

Từ công thức (2.51), ta có

detH+ = λ1λ2. (2.56)

Bây giờ, ta sử dụng đẳng thức (2.52) để tính detH+(τi) và sau đó so sánh kết

quả với (2.56). Từ (2.52), kết hợp với công thức (2.55) và hệ thức Λ−(α) = Λ+, ta

thu được

H+ = Λ−(α)H−1
− (α)[Λ−(α)]−1 = Λ+C−(α)e C+Λ−(α)[Λ−(α)]−1 = Λ+C−(α)e C+.

Do đó

detH+ = − det Λ+ det C−(α) det C+.

Tại các điểm τ = τi, i = 1, 2, ta có

detH+(τi) = −τki det C−(τi) det C+(τi) = − det C(τi).

Lại có, C(τi) = A−1(τi)B(τi) = A−1(τi)eA(τi)e, nên det C(τi) = 1.Do vậy, detH+(τi) =

−1 và so sánh với công thức (5.12), ta suy ra λ1λ2 = −1.
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Như vậy, ta có λ2
1 = λ2

2 = 1 và λ1λ2 = −1, nên suy ra λ1 = −λ2 = ε(= ±1). Do

đó

H+ =

(
ε P (t)
0 −ε

)
, (2.57)

và ta có thể kiểm tra được rằng

H−1
+ = H+. (2.58)

Hơn nữa, ta có

P (α(t)) = tk2−k1(α−(t))k1−k2P (t). (2.59)

Từ các đẳng thức (2.53) và (2.58), ta có H−1
+ = Λ+C−(α)e C+, suy ra H−1

+ (C+)−1 =

Λ+C−(α)e. Do đó

C+H+ = e[C−(α)]−1(Λ+)−1. (2.60)

Kết hợp với công thức (2.50), ta thu được công thức

C = C+H+Λ(Λ−)−1[C+(α)]−1e. (2.61)

2.2.2 Phép phân tích toán tử tích phân kì dị với dịch chuyển
T

Trong phần này, ta sẽ phân tích toán tử tích phân kì dị (2.43) với dịch

chuyển Carleman ngược hướng. Mục đích của chúng ta là thu được một phân

tích đặc biệt M = M0M1M2 của toán tử tích phân kì dị không dịch chuyển

M = AP+ + BP−, sao cho các thừa số M0, M1, M2 là các toán tử tích phân kì dị

với các hệ số ma trận được liên hệ bởi đẳng thức dạng B(t) = eA(α(t))e. Sau đó,

tác động lên toán tử M = M0M1M2 phép biến đổi ngược với phép biến đổi (2.45),

ta thu được các ma trận toán tử chéo tương ứng với mỗi toán tử M0, M1, M2 và

các phần tử của các ma trận toán tử này là các toán tử tích phân kì dị với dịch

chuyển dạng T và T̃ .

Sử dụng công thức (2.61), ta tìm được phân tích M0, M1, M2 dưới dạng sau

M = AP+ + BP− = A(P+ + CP−)

= A(C+(C+)−1P+ + C+H+Λ(Λ−)−1[C+(α)]−1eP−)

= AC+X(X−1P+ +X−1H+Λ(Λ−)−1eP−)((C+)−1P+ + e[C+(α)]−1eP−),

trong đó ma trận X được chọn sao cho

eA(α)C+(α)X(α) e = AC+X, detX 6= 0 trênΓ0. (2.62)
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Khi đó, M = M0M1M2, với Mi là các toán tử tích phân kì dị được xác định như

sau

M0 = AC+XI = AC+XP+ +AC+XP−,

M1 = X−1P+ +X−1H+Λ(Λ−)−1eP−,

M2 = (C+)−1P+ + e[C+(α)]−1eP−.

Trước tiên, ta xét toán tửM2. Ta thấy toán tửM2 khả nghịch liên tục và toán

tử nghịch đảo của nó là M−1
2 = C+P+ + e C+(α)eP−. Mặt khác, các hệ số của M2

có cấu trúc cần thiết. Chính xác hơn, nếu ta đặt A0 = (C+)−1, B0 = e[C+(α)]−1e

thì B0 = eA0(α)e.

Đặt

(C+)−1 =

(
c+11 c+12
c+21 c+22

)
.

Khi đó

e [C+(α)]−1 e =

(
c+22(α) c+21(α)
c+12(α) c+11(α)

)
và phép biến đổi ngược với phép biến đổi (2.45) tác động lên toán tử M2 (so

sánh với công thức (2.45) với a = c+11, d = c+12, b = c+21(α), c = c+22(α)), được ma

trận toán tử chéo (
T+ 0

0 T̃+

)
, (2.63)

trong đó

T+ = c+11P+ + c+21(α)UP+ + c+22(α)P− + c+12UP−,

T̃+ = c+11P+ − c+21(α)UP+ + c+22(α)P− − c+12UP−,

và T̃+ là toán tử bạn của T+. Do đó, toán tử với dịch chuyển T+ có cấu trúc cần

thiết và nó khả nghịch liên tục.

Tiếp theo, ta xét các toán tử M0 và M1. Ta xây dựng toán tử hàm khả nghịch

liên tục G và toán tử tích phân kì dị N với dịch chuyển và hệ số hợp lí tương

ứng với các toán tử M0 và M1 sao cho các hệ số ma trận của các toán tử G và N

có cấu trúc cần thiết. Khi đó ta sẽ thu được phân tích của toán tử T dưới dạng

sau

T = GN T+. (2.64)

Do các toán tử G và T+ khả nghịch liên tục nên từ đẳng thức (2.64) ta suy ra

dimkerT = dimkerN.
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Do đó, toán tử N chứa tất cả các thông tin cần thiết về số chiều và cấu trúc

của không gian con khuyết của toán tử T. Bây giờ, ta xây dựng toán tử G. Rõ

ràng, ta phải chọn ma trận không suy biến X sao cho hệ thức (2.62) được thỏa

mãn. Từ hệ thức (2.62), ta suy ra

X = H+Λ(Λ−)−1X(α)e. (2.65)

Thật vậy, do C = A−1B, B = eA(α)e, C = C+ΛC−, và từ (2.62), ta suy ra

C+X = A−1eA(α)e e C+(α)X(α) e = C+ΛC−e C+(α)X(α) e.

Kết hợp với công thức (2.55), ta có

X = ΛH−1
− (Λ−)−1X(α)e.

Áp dụng các công thức H+Λ = ΛH− và (2.58), ta thu được đẳng thức (2.65)

X = H−1
+ Λ(Λ−)−1X(α)e = H+Λ(Λ−)−1X(α)e.

Giả sử X =

(
x1 x2
x3 x4

)
. Sử dụng (2.64), ta có(

x1 x2
x3 x4

)
=

(
ε P (t)
0 −ε

) (
tk1 0
0 tk2

) (
(α−)−k1 0

0 (α−)−k2

) (
x1(α) x2(α)
x3(α) x4(α)

) (
0 1
1 0

)
=

(
ε(α−)−k1tk1x2(α) + P (t)(α−)−k2tk2x4(α) εtk1(α−)−k1x1(α) + P (t)tk2(α−)−k2x3(α)

−εtk2(α−)−k2x4(α) −εtk2(α−)−k2x3(α)

)
.

Do đó

x1 = ε(α−)−k1tk1x2(α) + P (t)(α−)−k2tk2x4(α), (2.66)

x2 = εtk1(α−)−k1x1(α) + P (t)tk2(α−)−k2x3(α), (2.67)

x3 = −εtk2(α−)−k2x4(α), (2.68)

x4 = −εtk2(α−)−k2x3(α). (2.69)

Ta thấy rằng các hệ thức (2.66)− (2.69) không độc lập. Thật vậy, từ hệ thức

(2.68), ta có

x3(α) = −ε(α(t))k2(α−(α))−k2x4 = −ε(α+)k2t−k2(α−)k2(α+)−k2x4 = −εt−k2(α−)k2x4,

suy ra, x4 = −εtk2(α−)−k2x3(α), tức là ta có (2.69).

Ta biến đổi hệ thức (2.66) và sử dụng (2.68, ) ta được

x1 = ε(α−)−k1tk1x2(α)− εP (t)x3 và ε(α−)k1t−k1x1 = x2(α)− P (t)(α−)k1t−k1x3.
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Từ đó, ta thu được hệ thức

x2 = ε[α−(α)]k1 [α(t)]−k1x1(α) + P (α)[α−(α)]k1 [α(t)]−k1x3(α).

Kết hợp với hệ thức (2.59), phân tích α = α+t−1α− và đẳng thức α−(α) = α+, ta

suy ra

x2 = εtk1(α−)−k1x1(α) + P (t)tk2(α−)−k2x3(α),

tức là từ các hệ thức (2.66) và (2.68) suy ra (2.67).

Do vậy, ma trận X có cấu trúc đặc biệt chỉ phụ thuộc vào x1 và x3:

X =

(
x1 ε[(α−)−1t]k1x1(α) + [(α−)−1t]k2P (t)x3(α)

x3 −ε[(α−)−1t]k2x3(α)

)
. (2.70)

Để cho ma trận X không suy biến, ta đặt

x1(t) = (α−)
k2−k1

2 t
k1−k2

2 γ, trong đó γ >
1

2
||(α−)

k1−k2
2 P (t)||C(Γ) , x3(t) ≡ 1.

Khi đó

X =

[(α−)−1t]
k1−k2

2 γ ε[(α−)−1t]
k1+k2

2 γ + [(α−)−1t]k2P (t)

1 −ε[(α−)−1t]k2

 , (2.71)

và dễ thấy rằng

detX = −2ε[(α−)−1t]
k1+k2

2 γ − [(α−)−1t]k2P (t) 6= 0

nếu

γ >

∣∣∣∣∣∣∣∣ (α−)−k2tk2P (t)

2ε(α−)−
k1+k2

2 t
k1+k2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
C(Γ)

=
1

2
||(α−)

k1−k2
2 P (t)||C(Γ).

Bây giờ, ta xét toán tử M0 = F I, F = AC+X. Điều kiện (2.71) thỏa mãn hệ

thức F = e F (α) e. Giả sử F =

(
f11 f12
f21 f22

)
. Khi đó, ta có(

f11 f12
f21 f22

)
=

(
0 1
1 0

) (
f11(α) f12(α)
f21(α) f22(α)

) (
0 1
1 0

)
=

(
f22(α) f21(α)
f12(α) f11(α)

)
.

Do đó

f11(t) = f22(α(t)), f12(t) = f21(α(t)). (2.72)

Như vậy, các hệ số của toán tử M0 = FP+ +FP− có cấu trúc cần thiết. Phép

biến đổi ngược với phép biến đổi (2.45) tác động lên toán tử M0 cho ta ma trận

toán tử chéo (
G 0

0 G̃

)
, (2.73)
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trong đó

G = f11(t)P+ + f21(α(t))UP+ + f22(α(t))P− + f12(α(t))UP−, (2.74)

G̃ = f11(t)P+ − f21(α(t))UP+ + f22(α(t))P− − f12(α(t))UP−. (2.75)

Kết hợp với các điều kiện (2.72), ta thu được các toán tử khả nghịch liên tục

G = f11I + f12U , G̃ = f11I − f12U,

với G̃ là toán tử bạn của toán tử G.

Bây giờ, ta xét toán tử

M1 ≡ X−1P+ +X−1H+Λ(Λ−)−1eP−. (2.76)

Ta có thể kiểm tra được rằng nếu A1 = X−1, B1 = X−1H+Λ(Λ−)−1e thì B1 =

eA1(α) e, tức là

X−1H+Λ(Λ−)−1e = eX−1(α) e. (2.77)

Thật vậy, từ (2.65) ta thu được

X−1 = eX−1(α)e eΛ−Λ−1H−1
+ .

Do đó

X−1(eΛ−Λ−1H−1
+ )−1 = eX−1(α) e.

Từ đó, ta suy ra hệ thức (2.77).

Áp dụng phép biến đổi ngược với phép biến đổi (2.45), ta thu được ma trận

toán tử chéo (
N 0

0 Ñ

)
và phần còn lại chỉ là việc tính toán các hệ số của nó. Trước tiên, ta tính ma

trận X−1

X−1 =
1

detX

−ε[(α−)−1t]k2 ε[(α−)−1t]
k1+k2

2 γ − [(α−)−1t]k2P (t)

−1 [(α−)−1t]
k1−k2

2 γ

 .

Hơn nữa

detX(α) = −2ε[(α−)−1t]−
k1+k2

2 γ − [(α−)−1t]−k2P (α(t))

= −2ε[(α−)−1t]−
k1+k2

2 γ − [(α−)−1t]−k2 [(α−)−1t]k2−k1P (t)

= [(α−)−1t]−(k2+k1)detX.

(2.78)
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Đặt

X−1 =

(
x̂1 x̂2

x̂3 x̂4

)
.

Khi đó

N = x̂1P+ + x̂3(α)UP+ + x̂4(α)P− + x̂2UP−

= −ε[(α
−)−1t]k2

detX(t)
P+ −

1

detX(α(t))
UP+ +

[(α−)−1t]
k2−k1

2 γ

detX(α(t))
P−

− ε[(α−)−1t]
k1+k2

2 γ + [(α−)−1t]k2P (t)

detX(t)
UP−

= − 1

detX(t)

[
ε[(α−)−1t]k2P+ + [(α−)−1t]k1+k2UP+ − [(α−)−1t]

k1+3k2
2 γP−

+

(
ε[(α−)−1t]

k1+k2
2 γ + [(α−)−1t]k2P (t)

)
UP−

]
= − [(α−)−1t]k2

detX(t)

[
εP+ + [(α−)−1t]k1UP+ − [(α−)−1t]

k1+k2
2 γP−

+

(
ε[(α−)−1t]

k1−k2
2 γ + P (t)

)
UP−

]
= − [(α−)−1t]k2

detX(t)
(P+ + [(α−)−1t]k1P−)

×
[
εP+ + UP+ − [(α−)−1t]

k2−k1
2 γP− +

(
ε[(α−)−1t]

k1−k2
2 γ + P (t)

)
UP−

]
.

(2.79)

Đẳng thức sau cùng có thể kiểm tra được nếu ta lưu ý rằng SU = −US nên ta

có P±UP± = 0 và P±UP∓ = 1
4(I ± S)U(I ∓ S) = 1

4(U ∓ 2US + US2) = UP∓.

Do vậy, ta thu được phân tích của toán tử T dưới dạng

T = GN T+,

trong đó G là toán tử hàm khả nghịch liên tục, và T+ là toán tử tích phân kì dị

với dịch chuyển khả nghịch liên tục. Từ đó, suy ra

dim kerT = dim kerN.

Do đó, ta đi xây dựng lí thuyết giải được của toán tử N với các hệ số hợp lí. Ta

thấy hàm số

(α−)−1t =
βt− 1

iλ

có không điểm duy nhất là t =
1

β
. Do đó (nhắc lại rằng |β| > 1)

IndΓ

[
(α−)−1t

]
= 1.
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Đặt

N1 = P+ + [(α−)−1t]k1P−,

N2 = εP+ + UP+ − [(α−)−1t]
k2−k1

2 γP− +

(
ε[(α−)−1t]

k1−k2
2 γ + P (t)

)
UP−.

Từ (2.79), suy ra N = N1 ×N2. Do đó

kerN = kerN1 ∩ kerN2.

Vì vậy, nếu toán tử tích phân kì dị N1 có hạch không tầm thường, cấu trúc của

toán tử N phụ thuộc vào toán tử N2.

Nếu k1 ≤ 0 thì hạch của toán tử N1 và do đó hạch của toán tử N là tầm

thường, tức là dim kerT = dim kerN = 0.

Nếu k1 > 0 thì kerN1 không tầm thường. Ta có

kerN1 =
{
ϕ : ϕ = rj − [(α−)−1t]−k1rj

}
, (2.80)

trong đó, rj là đa thức bậc j (j = 0, 1, 2, ..., k1 − 1). Điều này được suy ra ngay

từ công thức nghiệm tổng quát của bài toán bờ Riemann

Φ+(t) = [(α−)−1t]k1 Φ−(t). (2.81)

Như đã đề cập ở trên, cấu trúc của kerN1 không tùy ý bởi vì rj phải thuộc

hạch của toán tử với dịch chuyển N2. Chính xác hơn, ψ ∈ kerN khi và chỉ khi

εΨ+ +

(
ε[(α−)−1t]

k1−k2
2 γ + P (t)

)
UΨ− = rj

Ψ+ − [(α−)−1t]
k1−k2

2 γUΨ− = −[(α−)−1t]k1Urj ,

(2.82)

trong đó Ψ± = P±ψ.

Bây giờ, ta phân tích hệ (2.82). Trước tiên, ta tính định thức ∆(t) của nó

∆(t) = −2ε[(α−)−1t]
k1−k2

2 γ − P (t) = [(α−)−1t]−k2 detX(t) 6= 0 (2.83)

vì detX(t) 6= 0. Nhân phương trình thứ hai của hệ (2.82) với −ε rồi cộng với

phương trình thứ nhất, ta thu được(
2ε[(α−)−1t]

k1−k2
2 γ + P (t)

)
UΨ− = rj + ε[(α−)−1t]k1Urj , (2.84)

hay

−∆(t)UΨ− = rj + ε[(α−)−1t]k1Urj . (2.85)
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Nếu ta tác động toán tử dịch chuyển U vào hai vế của đẳng thức (2.84) từ bên

trái, ta được[
2ε[(α−)−1t]

k2−k1
2 γ + P (α(t))

]
Ψ− = Urj + ε[(α−)−1t]−k1rj . (2.86)

Từ các công thức (2.83) , (2.78), và lưu ý rằng α−(α) = α+, ta suy ra

∆(α(t)) = [(α−)−1t]k2−k1∆(t). (2.87)

Thật vậy

∆(α(t)) = [(α−)−1t]k2 detX(α(t)) = [(α−)−1t]k2 [(α−)−1t]−(k1+k2)detX(t)

= [(α−)−1t]−k1detX(t) = [(α−)−1t]k2−k1∆(t).

Tác động toán tử U vào hai vế của (2.85), ta được

−∆(α(t))Ψ− = Urj + ε[(α−)−1t]−k1rj (2.88)

Thay (2.87) vào (2.88), ta thu được hệ thức

−[(α−)−1t]k2−k1∆(t)Ψ− = Urj + ε[(α−)−1t]−k1rj (2.89)

Nhân (2.89) với −ε[(α−)−1t]k1 và cộng đẳng thức thu được với đẳng thức (2.85, )

ta được

UΨ− = ε[(α−)−1t]k2Ψ− (2.90)

Ta có k1 ≥ k2 và k1 > 0. Do đó, hoặc k2 ≤ 0 hoặc k2 > 0. Trước tiên, ta xét

trường hợp k2 ≤ 0. Với giả thiết này, vế trái và vế phải của đẳng thức (2.90)

tương ứng thuộc L+
p (Γ0) = P+Lp(Γ0) và L−p (Γ0) = P−Lp(Γ0), suy ra U Ψ− = 0. Do

đó, kết hợp với (2.85) ta có [
I + ε[(α−)−1t]k1U

]
rj = 0. (2.91)

Rõ ràng, phương trình (2.91) và hệ (2.82) có số nghiệm bằng nhau.Tiếp theo, ta

tính số nghiệm độc lập tuyến tính của phương trình (2.91) và tìm chúng. Ta xét

toán tử

P =
1

2

(
I + ε[(α−)−1t]k1U

)
là toán tử chiếu trong không gian các đa thức biến t̂ = (α−)−1t với bậc không

quá k1 − 1. Thật vậy

P 2 =
1

4

(
I + ε[(α−)−1t]k1U

) (
I + ε[(α−)−1t]k1U

)
=

1

4

(
I + 2ε[(α−)−1t]k1U + ε2 U2

)
=

1

2

(
I + ε[(α−)−1t]k1U

)
= P.
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Khi đó, Q = I − P là toán tử chiếu bù với P và kerP = imQ. Do đó, bài

toán đặc trưng kerP được đưa về việc nghiên cứu không gian con imQ. Để tính

dim imQ, ta viết ma trận biểu diễn Ω của toán tử Q trong cơ sở

χk = {(α−)−1}k, k = 0, 1, ..., k1 − 1. (2.92)

Trong cơ sở này, ta có

U
(
(α−)−1t

)k
= α−(t)t−1

(
α−(α(t))−k[α(t)]k

)
=
[
(α−)−1t

]−k−1
(2.93)

và

Qχk =
1

2

(
I − ε[(α−)−1t]k1U

) (
[(α−)−1t]k

)
=

1

2

(
[(α−)−1t]k − ε[(α−)−1t]k1−k−1

)
.

(2.94)

Từ các công thức (2.93) và (2.94), suy ra cấu trúc của ma trận Ω cấp k1 phụ

thuộc vào k1 là chẵn hay lẻ và ta kí hiệu tương ứng là Ωe và Ω0.

Nếu k1 là số lẻ thì

Ω0 =
1

2



1 −ε
. . . . . .

1 −ε
1− ε

−ε 1

. . . . . .
−ε 1


, ε ∈ {1,−1} . (2.95)

Nếu k1 là số chẵn thì

Ωe =
1

2


1 −ε

. . . . . .

1 −ε
−ε 1

. . . . . .
−ε 1

 , ε ∈ {1,−1} . (2.96)

Các ma trận (2.95) và (2.96) là lũy đẳng và đối xứng. Do đó

dim kerP = dim imQ = rankΩ0 = trΩ0 =
k1 − ε

2
,

dim kerP = dim imQ = rankΩe = trΩe =
k1

2
.

(2.97)

Ta dễ dàng xác định một cơ sở của dim kerP. Thật vậy, dễ thấy nghiệm của

hệ (2.82) có dạng

Ψ
(j)
+ = εrj , Ψ

(j)
− ≡ 0, rj = [(α−)−1t]j − ε[(α−)−1t]k1−j−1, j = 0, 1, . . . , dim kerP − 1.

(2.98)
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Bây giờ, ta xét trường hợp k2 > 0. Rõ ràng, trong trường hợp này các hàm

(2.98) cũng là nghiệm của hệ (2.82) Phương trình (2.90) là bài toán bờ Riemann

thuần nhất với hệ số có chỉ số dương. Do đó, bài toán (2.90) có nghiệm không

tầm thường. Ta có 1
2(k2 + ε) nghiệm độc lập nếu k2 lẻ và k2

2 nghiệm độc lập nếu

k2 chẵn. Các nghiệm này có dạng

Ψ
(j)
− = [(α−)−1t]j + ε[(α−)−1t]k2−j−1,

trong đó j = 0, 1, ..., k2+ε
2 − 1 nếu k2 lẻ và j = 0, 1, ..., k22 − 1 nếu k2 chẵn.

Kết quả này có thể thu được bằng cách giống như trường hợp k2 ≤ 0. Thật

vậy, phương trình (2.90) có thể viết lại dưới dạng

1

2

(
I − ε[(α−)−1t]k2U

)
Ψ− = 0.

Toán tử

P1 =
1

2

(
I − ε[(α−)−1t]k2U

)
là toán tử chiếu trong không gian các đa thức biến t̂ = (α−)−1t với bậc không

quá k2 − 1. Toán tử chiếu bù với P1 là

Q1 = I − P1 =
1

2

(
I + ε[(α−)−1t]k2U

)
.

Tương tự như trường hợp k2 ≤ 0, ta chỉ cần lưu ý rằng trong ma trận biểu

diễn tương ứng Ω1, số −ε được thay bởi ε. Do vậy, nếu k1 > 0, k2 > 0 thì số

nghiệm độc lập tuyến tính của phương trình tích phân kì dị Tϕ = 0 với dịch

chuyển α = α−(t) là
k1 − ε

2
+
k2 + ε

2
=
k1 + k2

2
nếu k1 và k2 là các số lẻ, và bằng

k1

2
+
k2

2
=
k1 + k2

2
nếu k1 và k2 là các số chẵn. Ta thấy không còn trường hợp

nào khác bởi vì số k1 + k2 = 2 indT là số chẵn. Vậy, ta đã chứng minh được định

lí sau

Định lý 2.4. Cho toán tử

T = a(t)P+ + b(t)UP+ + c(t)P− + d(t)UP− : Lp(Γ0) −→ Lp(Γ0), 1 < p <∞

là toán tử Noether và toán tử tương ứng

M = P+ + CP−, C = A−1B

có phân tích với các chỉ số thành phần k1 và k2 là

H+ = Λ+C−(α)e C+ =

(
ε Pk1−k2(t)

0 −ε

)
, ε ∈ {1, −1}.
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Khi đó

1) Nếu k1 ≤ 0, k2 ≤ 0 thì kerT = {0};
2) Nếu k1 > 0, k2 ≤ 0 thì

dim kerT =

{
k1
2 nếu k1 là số chẵn ,
k1−ε

2 nếu k1 là số lẻ ;

3) Nếu k1 > 0, k2 > 0 thì dim kerT = indT =
k1 + k2

2
.
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Kết luận

Luận văn trình bày các vấn đề sau:

1) Công thức Sokhotski - Plemeli và bài toán bờ Riemann trong miền đơn liên.

2) Toán tử Noether, hàm dịch chuyển, toán tử dịch chuyển, toán tử tích phân

kì dị với dịch chuyển Carleman.

3) Lý thuyết giải được của phương trình tích phân kì dị với dịch chuyển phân

tuyến tính Carleman trên đường tròn đơn vị.

Một số hướng nghiên cứu có thể phát triển từ đề tài này là:

1) Lý thuyết giải được của phương trình tích phân kì dị với dịch chuyển Carle-

man và giá trị biên liên hợp phức trong trường hợp ổn định và suy biến.

2) Lý thuyết giải được của phương trình tích phân kì dị với dịch chuyển không

Carleman . . .
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