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PHẦN MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

ChoM(D) là tập các hàm phân hình trên đĩa đơn vị D := {z : |z| < 1}
và τ là ánh xạ tự bảo giác của D. Hàm f ∈M(D) được gọi là chuẩn tắc

nếu họ f ◦ τ là một họ chuẩn tắc, có nghĩa là mọi dãy con đều trích được

một dãy con hội tụ theo mê tríc cầu. Một kết quả nổi tiếng của Lehto và

Virtanen nói rằng hàm f ∈M(D) là chuẩn tắc nếu và chỉ nếu đạo hàm

cầu f#(z) = |f ′(z)|/(1 + |f(z)|2) thỏa mãn sup
z∈D

f#(z)(1− |z|2) <∞.

Gần đây, trong bài báo [13], Peter Lappan đã tổng quát định lý Ya-

masshita về hàm phân hình chuẩn tắc và trong bài báo [3], R. Aulaskari

và J. Rättyä mở rộng khái niệm hàm chuẩn tắc sang khái niệm hàm ϕ -

chuẩn tắc với ϕ là một hàm trên [0, 1) thỏa mãn một số tính chất nhất

định. Mục đích của đề tài là tìm hiểu, làm rõ các kết quả trong hướng

nghiên cứu này và nghiên cứu các câu hỏi mở của bài báo [13] đưa ra.

Đề tài nghiên cứu gồm hai chương.

Chương 1, giới thiệu các kiến thức chung, cơ bản và cần thiết cho đề tài

về đạo hàm cầu cầu, mêtríc hyperbolic và các khái niệm liên quan.

Chương 2, đầu tiên, chúng tôi trình bày về hàm phân hình chuẩn tắc,

hàm ϕ, hàm phân hình ϕ - chuẩn tắc và đưa ra ví dụ về hàm ϕ. Sau đó

chúng tôi chứng minh và làm rõ các kết quả về hàm phân hình chuẩn

tắc, phát triển cho hàm phân hình ϕ - chuẩn tắc, trả lời câu hỏi của bài

báo [13].

2. Tổng quan tình hình nghiên cứu thuộc lĩnh vực của đề tài

Lý thuyết phân bố giá trị thu hút được đông đảo các nhà toán học

trên thế giới quan tâm nghiên cứu. Sự chuẩn tắc của hàm phân hình được
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các nhà toán học nghiên cứu như: W.K.Hayman, J.L.Schiff, P.Lappan,

Yamashita,...Năm 1957, Lehto và Virtanen dã chỉ ra rằng hàm phân hình

f trên đĩa đơn vị D := {z : |z| < 1} là chuẩn tắc khi và chỉ khi đạo hàm

cầu f#(z) = |f ′(z)|/(1 + |f(z)|2) thỏa mãn sup
z∈D

f#(z)(1− |z|2) < ∞.

Những năm gần đây hướng nghiên cứu này được nhiều nhà toán học

quan tâm. Ở ngoài nước, nghiên cứu về vấn đề này phải kể đến các nhà

toán học như R.Aulaskari, H.Wulan, . . . Ở trong nước nghiên cứu theo

hướng này có các nhà toán học như PGS. TSKH. Trần Văn Tấn,GS.

TSKH Đỗ Đức Thái, PGS.TS Sĩ Đức Quang,. . .

3. Mục tiêu và nhiệm vụ nghiên cứu

Xây dựng một số tính chất hàm phân hình chuẩn tắc, hàm phân hình ϕ

- chuẩn tắc.

4. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu: Hàm phân hình chuẩn tắc .

Phạm vi nghiên cứu: Một số tính chất của hàm phân hình chuẩn tắc.

5. Cách tiếp cận và phạm vi nghiên cứu

Cách tiếp cận:

+) Từ một số tính chất hàm phân hình chuẩn tắc, phát triển tương tự

cho hàm phân hình chuẩn tắc mạnh, hàm phân hình ϕ - chuẩn tắc.

+) Nghiên cứu các câu hỏi mở của bài báo [13].

Phương pháp nghiên cứu: Nghiên cứu lý thuyết
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Chương 1

Đạo hàm cầu

1.1 Đạo hàm cầu

Trong R3 cho hình cầu S : x2
1 +x2

2 +(x3− 1
2)2 = 1

4 và mặt phẳng x1x2 tiếp

xúc với hình cầu S tại điểm (0, 0, 0), điểm N(0, 0, 1) là cực bắc. Đường

thẳng nối N với một điểm z1 trên mặt phẳng phức x1x2 cắt hình cầu tại

một điểm P1(α1, β1, γ1). Điều này thiết lập tương ứng một - một z1 ↔ P1

giữa các điểm của C và S − {N}. Liên hệ điểm N của hình cầu S với

∞, ta mở rộng tương ứng giữa S và Ĉ = C ∪ {∞}.
Cho z1 và z2 là hai điểm trên C tương ứng với P1 và P2 trên S. Nếu

Pi(αi, βi, γi), i = 1, 2, thì khoảng cách Ơclit giữa P1 và P2 là

|P1 − P2| = [(α1 − α2)
2 + (β1 − β2)

2 + (γ1 − γ2)
2]

1
2

và khoảng cách chordal giữa hai điểm z1 và z2 trong mặt phẳng phức

mở rộng là

χ(z1, z2) =


|z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
nếu z1, z2 ∈ C

1√
1 + |z1|2

nếu z1 ∈ C, z2 =∞

Rõ ràng χ(., .) là một mê tríc trên Ĉ
Phần tử độ dài đường cong cầu ds trên hình cầu Riemann S là

ds =
dz

1 + |z|2
,
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và phần tử diện tích cầu dA được cho bởi

dA =
dxdy

(1 + |z|2)2
(z = x+ iy)

Độ dài cầu

L(γ) =

∫
γ

dz

1 + |z|2

của đường cong γ trên S gây ra một mê tríc như sau. Cho hai điểm z1

và z2 trên hình cầu Riemann, ta định nghĩa

σ(z1, z2) = inf{L(γ)},

ở đây infimum được lấy theo tất cả các đường cong trên S nối z1 với z2.

Khi đó σ(z1, z2) là độ dài ơclit của cung ngắn nhất của vòng tròn lớn

nhất trên S nối z1 và z2 và định nghĩa một mê tríc trên hình cầu gọi là

mê tríc cầu. Ta có χ(z1, z2) ≤ σ(z1, z2) ≤ π
2χ(z1, z2), do đó hai mê tríc

trên là tương đương.

Định nghĩa 1.1.1. Một dãy hàm {fn} hội tụ cầu đều tới f trên một tập

E ⊂ C nếu, cho ε > 0 bất kì, có một số n0 sao cho n ≥ n0 thỏa mãn

χ(f(z), fn(z)) < ε,

với mọi z ∈ E.

Định nghĩa 1.1.2. Một dãy hàm {fn} hội tụ cầu đều trên các tập con

compact của miền Ω trên C tới một hàm f(z)nếu, cho bất kì tập con

compact K ⊆ Ω và ε > 0, tồn tại một số n0 = n0(K, ε) sao cho n ≥ n0

thỏa mãn

χ(fn(z), f(z)) < ε,

với mọi z ∈ K.

Cho f(z) là hàm phân hình trên miền Ω. Nếu z ∈ Ω không là một
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cực điểm, đạo hàm theo mê tríc cầu, gọi là đạo hàm cầu, được cho bởi

f#(z) = lim
z′→z

χ(f(z), f(z′))

|z − z′|

= lim
z′→z

|f(z)− f(z′)|
|z − z′|

.
1√

1 + |f(z)|2
.

1√
1 + |f ′(z)|2

=
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2

Nếu ξ là một cực điểm của f(z), ta định nghĩa

f#(ξ) = lim
z→ξ

|f ′(z)|
1 + |f(z)|2

Do đó f#(z) liên tục và f#(z) = ( 1
f(z))

#.Nếu γ là một cung khả vi hoặc

đường cong trên miền Ω, thì ảnh của γ trên hình cầu Riemann có phần

tử độ dài cung ds = f#(z)|dz|, và độ dài cầu của nó được cho bởi∫
γ

f#(z)|dz|.

Trong trường hợp f(z) là hàm phân hình trên |z| ≤ r, kí hiệu

L(r) =

∫
|z|=r

f#(z)|dz|

S(r) =
1

π

∫
|z|<r

∫
|f ′(z)|2dxdy
(1 + |f(z)|2)2

L(r) = độ dài của ảnh của đường tròn {z : |z| = r} trên hình cầu

Riemann

S(r) = 1
π · diện tích ảnh của đĩa {z : |z| < r} trên hình cầu Riemann.

Định nghĩa 1.1.3. Một họ các hàm F là bị chặn địa phương trên miền

Ω nếu, với mỗi z0 ∈ Ω, có một số dương M = M(z0) và một lân cận

D(z0; r) ⊆ Ω sao cho |f(z)| ≤M với mọi z ∈ D(z0; r) và với mọi f ∈ F .

Ta thấy F bị chặn địa phương là bị chặn đều trên một lân cận của mỗi

điểm của Ω. Tính chất này đôi khi được gọi là bị chặn đều địa phương.

Từ bất kì tập con compact K ⊆ Ω có thể được phủ bởi một số hữu hạn
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các lân cận như vậy, do đó một họ bị chặn địa phương F là bị chặn đều

trên các tập con compact của Ω.

Xét đĩa đơn vị mở U . Định nghĩa phần tử độ dài cung hyperbolic bởi

dς =
|dz|

1− |z|2

Nếu γ xác định bởi z(t) =: [a, b] → U là một cung khả vi hoặc đường

cong trên U , thì với z = z(t), |dz| = |z′(t)|dt, độ dài hyperbolic của γ

được xác định bởi

λ(γ) =

∫
γ

dς =

∫ b

a

|z′(t)|dt
1− |z(t)|2

.

Cho w = Φ(z) là ánh xạ bảo giác một - một của U vào U . Theo bổ đề

Schwarz - Pick, ta có ∫
Φ(γ)

|dw|
1− |w|2

≤
∫
γ

|dz|
1− |z|2

,

tức là, λ(Φ(γ)) ≤ λ(γ). Áp dụng bổ đề Schwarz - Pick một lần nữa cho

Φ−1 ta được λ(γ) ≤ λ(Φ(γ)), do đó Φ bảo toàn độ dài.

Bây giờ chúng ta tính độ dài hyperbolic của đoạn thẳng l nối 0 với r,

0 < r < 1.Ta có

λ(l) =

∫ r

0

dt

1− t2
=

1

2
log

1 + r

1− r
.

Điều này có nghĩa là l là một đường trắc địa, tức là, một đường cong có

độ dài hyperbolic nhỏ nhất giữa 0 và r. Thật vậy, cho γ là một cung khả

vi bất kì nối 0 với r, xác định bởi z(t) = x(t) + iy(t), 0 ≤ t ≤ r. Khi đó

λ(γ) =

∫ r

0

|z′(t)|dt
1− |z(t)|2

≥
∫ r

0

|x′(t)|dt
1− [x(t)]2

=
1

2
log

1 + r

1− r
= λ(l).

Thực tế điều này có thể được sử dụng để xác định đường trắc địa nối hai

điểm bất kì a, b ∈ U . Cho F là một phép biến đổi Mobius từ U vào U

sao cho F (a) = 0, F (b) = r. Đường trắc địa nối a và b là ảnh nghịch đảo

của đoạn thẳng l nối 0 và r, do F bảo toàn độ dài. Phép biến đổi nghịch

đảo này biến đường tròn thành đường tròn, còn đường thẳng như là một
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trường hợp đặc biệt của đường tròn. Hơn nữa, do ánh xạ này là bảo giác

và đoạn thẳng l nối 0 với r trực giao với |z| = 1 nên nó là đường trắc

địa nối a và b. Do đó đường trắc địa giữa a và b là cung tròn nối chúng.

Định nghĩa

ψ(z) =
z − w
1− zw

.

Khi đó Φ là một phép biến đổi Mobius thỏa mãn Φ(z) = 0, và |Φ(w)| =
r, 0 < r < 1, với z, w ∈ U cố định. Nếu γ là đường trắc địa nối z và w,

thì

λ(γ) = λ(Φ(γ)) =
1

2
log

1 + r

1− r
.

Nhưng

r = |ψ(w)| = | z − w
1− zw

| := ρ(z, w),

nó dẫn tới

λ(γ) =
1

2
log

1 + | z − w
1− zw

|

1− | z − w
1− zw

|
:= d(z, w)

Rõ ràng d(z, w) là một mêtríc, gọi là mêtríc hyperbolic, và ρ(z, w) gọi là

khoảng cách giả hyperbolic.

1.2 Một số định nghĩa và định lí

Trong mục này chúng tôi trình bày một số định nghĩa và định lí phục

vụ cho việc chứng minh ở chương 2.

Định lí 1.2.1 (Dufresnoy). Nếu f(z) là hàm phân hình trên |z| ≤ r0 và

S(r0) = S(r0, f) < 1, thì

[f#(0)]2 ≤ 1

r2
0

S(r0)

1− S(r0)
.

Chứng minh. Xem chi tiết trong [9, Trang 152]

Định lí 1.2.2 (Hurwitz). Cho fn là một dãy các hàm giải tích trên

miền Ω, hội tụ đều trên các tập con compact của Ω tới hàm giải tích
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khác hằng f(z). Nếu f(z0) = 0 với z0 ∈ Ω, thì với mỗi r0 > 0 đủ nhỏ,

tồn tại N = N(r), sao cho với mọi n > N, fn(z) có cùng số không điểm

với f(z).

Chứng minh. Xem chi tiết trong [16, Trang 9]

Định nghĩa 1.2.3. Giả sử f(z) là hàm phân hình. Khi đó đặc trưng

Alhfors - Shimizu T0(r, f) được xác định bởi

T0(r, f) =

∫ r

0

S(t, f)

t
dt.

Định lí 1.2.4 (Ahlfors-Shimizu). Giả sử f(z) là hàm phân hình trên

|z| < R, 0 < R <∞. Khi đó với mọi a hữu hạn hay vô hạn, và 0 < r < R

ta có

T0(r, f) =

∫ r

0

S(t, f)dt

t
= N(r, a) +m0(r, a)−m0(0, a),

với f(0) 6= a.

Chứng minh. Xem chi tiết trong [9]

Từ định lí Ahlfors-Shimizu với a = 0 ta có N(r, f) ≤ T0(r, f) +

log(

√
1 + |f(0)|2
|f(0)|

). Ta sẽ sử dụng bất đẳng thức này trong chứng minh

định lí 2.2.6

Định lí 1.2.5. Nếu một họ F các hàm phân hình không chuẩn tắc trên

D thì với mỗi β ∈ (−1, 1) tồn tại:

(1) Một tập con compact K của D;

(2) Một dãy {zn} trên K;

(3) Một dãy {ρn} các số thực dương thỏa mãn ρn → 0 khi n→∞, và

(4) Một dãy {fn} trong F sao cho dãy hàm {ρ−βn fn(zn+ρnξ)} hội tụ cầu

đều trên mỗi tập con compact của C tới một hàm phân hình khác hằng.

Chứng minh. Xem chi tiết trong [15]

Định nghĩa 1.2.6. Cho một dãy {zn}∞n=1 các điểm trên D sao cho
∞∑
n=1

(1 − |zn|2) hội tụ ( quy ước |zn|/zn = 1 với zn = 0), tích Blaschke
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với dãy {zn}∞n=1 được xác định bởi

B(z) =
∞∏
n=1

|zn|
zn

zn − z
1− znz

.

Định nghĩa 1.2.7. Dãy {zn}∞n=1 được gọi là tách nếu inf
k 6=n

ρ(zk, zn) > 0

và nó được gọi là tách đều nếu inf
n

∏
k 6=n

ρ(zk, zn) ≥ δ

Định nghĩa 1.2.8. Một dãy vô hạn các điểm {zn}∞n=1 trên D được gọi

là ϕ- tách nếu tồn tại δ > 0 sao cho

ρ(zk, zn)ϕ(|zn|)(1− |zn|) ≥ δ

với mọi số tự nhiên phân biệt k và n. Hơn nữa, nếu tồn tại δ > 0 sao

cho

ϕ(|zn|)(1− |zn|)
∏
k 6=n

ρ(zk, zn) ≥ δ

với mọi n ∈ N, thì dãy {zn}∞n=1 được gọi là ϕ - tách đều.

Định nghĩa 1.2.9. Một dãy vô hạn các điểm {zn}∞n=1 trên D được gọi

là ϕ- tách mạnh nếu

lim sup
n→∞

min
k∈N

ρ(zk, zn)ϕ(|zn|)(1− |zn|) =∞.

Hơn nữa, nếu

lim sup
n→∞

ϕ(|zn|)(1− |zn|)
∏
k 6=n

ρ(zk, zn) =∞

thì dãy {zn}∞n=1 được gọi là ϕ - tách mạnh.

Định nghĩa 1.2.10. Một dãy {zn}∞n=1 các điểm trên D được gọi nội suy

trên D nếu với mọi dãy bị chặn {wn}∞n=1 tồn tại một hàm giải tích bị

chặn sao cho f(zn) = wn, n ∈ N.

Định nghĩa 1.2.11. Tích Blaschke với dãy tách đều được gọi là tích

Blaschke nội suy.
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Định lí 1.2.12. Nếu dãy {zn} nội suy và B(z) = B(z, zn) là tích

Blaschke của dãy {zn} thì với mỗi ε > 0 tồn tại η > 0 sao cho |B(z)| ≥ η

với ρ(z, zn) ≥ ε, n = 1, 2, 3, ....

Chứng minh. Xem chi tiết trong [7]

Định lí 1.2.13. Nếu f là hàm phân hình chuẩn tắc trên D thì tồn tại

một hằng số c2(f) sao cho

(1− |z|2)2f#(z)(f ′)#(z) ≤ c2(f)

với mọi z ∈ D.

Chứng minh. Xem chi tiết trong [17]

Định nghĩa 1.2.14. Giả sử w,w′ ∈ C− {0} với Im( ww′ ) > 0 và tập các

điểm nw + mw′;m,n = 0,±1,±2, ..., có thể được đánh số như là một

dãy w0, w1, w2, ..., wk, .... Khi đó, hàm Weierstrass P được định nghĩa

như sau

P(z) = P(z, w, w′) =
1

z2
+
∞∑
k=1

[
1

(z − wk)2
− 1

w2
k

].

Định lí 1.2.15. Một dãy {zn} là nội suy khi và chỉ khi tồn tại một hằng

số dương δ sao cho ∏
k 6=n

ψ(zk, zn) ≥ δ

với mọi n ∈ N

Chứng minh. Xem chi tiết trong [8]
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Chương 2

Một số tính chất hàm phân hình
chuẩn tắc

2.1 Hàm phân hình chuẩn tắc trên đĩa đơn vị

Định nghĩa 2.1.1. Một hàm phân hình f trên đĩa đơn vị D được gọi là

chuẩn tắc nếu

||f ||N := sup
z∈D

f#(z)(1− |z|2) <∞ (2.1.1)

Lớp tất cả các hàm chuẩn tắc được kí hiệu là N .

Ví dụ 2.1.2. i) Cho hàm f(z) = − 1

z2
. Khi đó f(z) là hàm phân hình

chuẩn tắc trên D. Tuy nhiên F (z) = f ′(z) không chuẩn tắc trên D.
ii) Cho F = {nz, n = 1, 2, 3....}. Khi đó mỗi f ∈ F là một hàm chuẩn

tắc trên D.

Định nghĩa 2.1.3. Một hàm phân hình f trên đĩa đơn vị D được gọi là

chuẩn tắc mạnh, kí hiệu f ∈ N 0, nếu

lim
|z|→1

f#(z)(1− |z|2) = 0

Sau đây chúng tôi trình bày khái niệm mở rộng hàm phân hình chuẩn

tắc sang hàm phân hình ϕ - chuẩn tắc

Định nghĩa 2.1.4. Một hàm tăng ϕ : [0, 1) → (0,∞) được gọi là tăng

nhẵn nếu

ϕ(r)(1− r)→∞, r → 1− (2.1.2)
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và

Ra(z) :=
ϕ(|a+ z

ϕ(|a|)|)
ϕ(|a|)

→ 1 (2.1.3)

hội tụ đều tới 1, khi |a| → 1− trên tập con compact của C.

Định nghĩa 2.1.5. Cho một hàm tăng nhẵn ϕ, một hàm f ∈ M(D)

được gọi là ϕ - chuẩn tắc nếu

||f ||Nϕ := sup
z∈D

f#(z)

ϕ(|z|)
<∞ (2.1.4)

Lớp tất cả các hàm ϕ- chuẩn tắc được kí hiệu là N ϕ. Hơn nữa, một hàm

f ∈ N ϕ được gọi là ϕ-chuẩn tắc mạnh, kí hiệu f ∈ N ϕ
0 , nếu

f#(z) = o(ϕ(|z|)), |z| → 1− (2.1.5)

Cho ϕ là hàm tăng nhẵn, không mất tính tổng quát, ta giả sử ϕ(r)(1−
r) ≥ 1, với mọi r ∈ [0, 1). Thật vậy, ϕ∗(r) := ϕ(r) + (1 − r)−1) thỏa

mãn N ϕ∗ = N ϕ và ϕ∗(r)(1 − r) ≥ 1, với mọi r ∈ [0, 1). Đặt Φa(z) :=

a+ z/ϕ(|a|). Khi đó φa(z) ∈ D khi ϕ(|a|)(1− |a|) ≥ 1, với mọi a, z ∈ D

và do đó Ra(z) =
ϕ(|φa(z)|)
ϕ(|a|)

được xác định.

Bây giờ chúng tôi đưa ra hai ví dụ về hàm tăng nhẵn.

Ví dụ 2.1.6. Giả sử ϕ : [0, 1) → (0,∞) là hàm tăng sao cho (2.1.2)

thỏa mãn. Nếu ψ := 1/ϕ là khả vi và lồi trên [r0, 1) với r0 ∈ (0, 1) thì ϕ

là tăng nhẵn. Thật vậy, cho K ⊂ C là compact và chọn R > 0 sao cho

K ⊂ D(0, R). Khi đó, theo (2.1.2), tồn tại rR ∈ (0, 1) sao cho φa(z) ∈ D,
với mọi z ∈ D(0, R) nếu |a| ∈ (rR, 1) và do đó Ra(z) được xác định. Từ

ψ là hàm tăng, khả vi và lồi trên [r0, 1) với r0 ∈ (0, 1), ta có

supRa(z) ≤ ψ(|a|)
ψ(|a|+Rψ(|a|))

≤ 1

1 +Rψ′(|a|)

với mọi a sao cho |a| > max{rR, r0}. Theo (2.1.2) ta cũng có ψ′(|a|)→ 0

khi |a| → 1− bởi tính chất lồi. Do đó,

lim
|a|→1−

sup sup
z∈K
Ra(z) ≤ 1.
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Tương tự ta chỉ ra rằng

lim
|a|→1−

inf sup
z∈K
Ra(z) ≥ 1

Vậy (2.1.3) được thỏa mãn.

Nhận xét. Theo ví dụ (2.1.6), các hàm (1 − r)−α, α ∈ (1,∞) và

exp(1/(1− r)) là hàm tăng nhẵn.

Ví dụ 2.1.7. Giả sử ϕ : [0, 1) → (0,∞) là hàm tăng sao cho (2.1.2)

được thỏa mãn. Nếu ψ = 1/ϕ thỏa mãn diều kiện Lipschitz

γr := sup
r≤s≤t<1

|ψ(s)− ψ(t)

s− t
| ≤ γ <∞

với mọi r ∈ (0, 1) và nếu γr → 0+ khi r → 1− thì (2.1.3) được thỏa mãn.

Thật vậy, ta có

|1− ϕ(|a|)
ϕ(|φa(z)|)

| ≤ ψ(|a|)− ψ(|a|+ ψ(|a|)|z|)
ψ(|a|)

≤ γ|a|R,

với mọi z ∈ D(0, R).

2.2 Một số tính chất hàm phân hình chuẩn tắc

Sau đây chúng tôi trình bày một số tính chất hàm phân hình chuẩn tắc.

Bổ đề 2.2.1. Cho K là một số thực dương và cho f là hàm phân hình

chuẩn tắc trên D. Khi đó với mỗi số nguyên dương n, tồn tại một hằng

số En(f,K) sao cho

(1− |z|2)n|f (n)(z)| ≤ En(f,K)

với mọi với mọi z ∈ D sao cho |f(z)| ≤ K.

Chứng minh. Do f là hàm phân hình chuẩn tắc nên ta có

f#(z) ≤ c1(f)/(1− |z|2) ≤ c1(f)/(1− |z|)
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Đặt σ = χ(K, 2K) và

A = min{1
2
,

σ

2c1(f)
}

Nếu z0 ∈ D sao cho |f(z0)| ≤ K, thì ta có |z − z0| ≤ A(1− |z0|). Suy ra

χ(f(z), f(z0)) ≤
∫
L

f#(z)|dz| ≤ σ

ở đây L là đoạn thẳng nối z và z0.

Từ |z − z0| ≤ A(1− |z0|) kéo theo |f(z0)| ≤ 2K. Sử dụng bất đẳng thức

Cauchy cho đạo hàm ta được

|f (n)(z0)| ≤
2Kn!

An(1− |z0|)n

với mỗi số nguyên dương n. Do đó

En(f,K) = 2Kn!(2/A)n

và

(1− |z|2)n|f (n)(z)| ≤ 2n(1− |z|)n|f (n)(z)| ≤ En(f,K),

với |f(z0)| ≤ K.

Bổ đề 2.2.2. Với mỗi số nguyên dương n ≥ 2 và mỗi hàm phân hình f

trên D, ta có

n−1∏
j=0

(f (j))#(z) ≤ |f (n)(z)|
1 + |f(z)|2

n−1∏
j=1

1

max{2, |f (j)(z)|}

với mỗi z ∈ D.

Chứng minh. Với mỗi z ∈ D,
n−1∏
j=0

(f (j))#(z) =
n−1∏
j=0

|f (j+1)(z)|
1 + |f (j)(z)|2

=
|f (n)(z)|

1 + |f(z)|2
n−1∏
j=1

|f (j+1)(z)|
1 + |f (j)(z)|2

Với mỗi số thực dương x ta có

|x|
1 + x2

≤ min{ 1

|x|
,
1

2
} =

1

max{2, |x|}
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Do đó,
n−1∏
j=0

(f (j))#(z) ≤ |f (n)(z)|
1 + |f(z)|2

n−1∏
j=1

1

max{2, |f (j)(z)|}

Định lí 2.2.3. Giả sử f là hàm phân hình chuẩn tắc trên D. Khi đó với

mỗi n nguyên dương, tồn tại một hằng số cn(f) sao cho

(1− |z|2)n
n−1∏
j=0

(f (j))#(z) ≤ cn(f)

với mọi z ∈ D.

Chứng minh. Cho K = 1 trong bổ đề 2.2.1, khi đó theo bổ đề 2.2.2,

ta có

(1− |z|2)n
n−1∏
j=0

(f (j))#(z) ≤ (1− |z|2)n|f (n)(z)| ≤ En(f, 1),

với z ∈ D và |f(z)| ≤ 1. Do đó, chúng ta chỉ cần xét trường hợp |f(z)| > 1

Đặt g(z) = 1/f(z). Khi đó g là hàm phân hình chuẩn tắc, nên f#(z) =

g#(z) và |g(z)| < 1 với mọi z mà |f(z)| > 1.

Đạo hàm hai vế phương trình f(z)g(z) = 1 n lần, ta được

n∑
k=0

Ck
nf

(k)(z)g(n−k)(z) = 0

và vì vậy,

f (n)(z)g(z) = −
n−1∑
k=0

Ck
nf

(k)(z)g(n−k)(z)

Do g(z) = 1/f(z) nên

|f (n)(z)| ≤
n−1∑
k=0

Ck
n|f(z)f (k)(z)g(n−k)(z)|

Nhân hai vế bất đẳng thức trên với biểu thức

(1− |z|2)n

(1 + |f(z)|2)
∏n−1

j=1 max{2, |f (j)(z)|}

14



Sử dụng bổ đề 2.2.1 ta được

|f (n)(z)|(1− |z|2)n

(1 + |f(z)|2)
∏n−1

j=1 max{2, |f (j)(z)|}
≤

n−1∑
k=0

Ck
n|g(n−k)(z)|(1− |z|2)n−k

≤
n−1∑
k=0

Ck
nEn−k(g, 1).

Do đó, nếu

cn(f) = max{En(f, 1),
n−1∑
k=0

Ck
nEn−k(g, 1)}

thì từ bổ đề 2.2.1 và 2.2.2 ta có

(1− |z|2)n
n−1∏
j=0

(f (j))#(z) ≤ cn(f)

với mọi z ∈ D.

Nhận xét. Một câu hỏi được Peter Lappan đặt ra trong bài báo [13]

là :” Có tồn tại một hàm phân hình chuẩn tắc f trên D sao cho dãy

{cn(f)} không bị chặn, ở đây {cn(f)} là dãy các hằng số trong định lý

2.2.3? "

Câu trả lời là có. Và chúng tôi trình bày trong ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.2.4. Cho {nk} là dãy số nguyên được xác định như sau: n1 = 2

và vớ k > 1 thì nk bằng số nguyên đầu tiên lớn hơn nk−1 sao cho

nk!

(log nk)nk
> nk2

nk

k−1∏
j=1

nj!

(log nj)nj

Cho f(z) =
∑∞

n=0 a
n
z , trong đó an = (n!)−1 nếu n 6= nk với k bất kì và

an = (log n)−n nếu n = nk. Do lim sup |an|1/n = 0 nên f(z) nguyên, suy

ra f(z) và mỗi đạo hàm của nó là hàm giải tích bị chặn, do đó chúng
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chuẩn tắc trên D.
Với n = nk đủ lớn, ta có

nk−1∏
j=0

(f (i))#(0) =
|f (nk)(0)|

1 + |f(0)|2
nk−1∏
j=1

|f (j)(0)|
1 + |f (j)(0)|2

≥ |f (nk)(0)|
2nk

nk−1∏
j=1

1

|f (j)(0)|

=
|f (nk)(0)|

2nk
.

1

|f (n1)(0)f (n2)(0)...f (nk−1)(0)|

=
nk!

(log nk)nk
.

1

2nk
.

nk−1∏
j=1

(log nj)
nj

(nj)!
> nk,

do đó nó phân kì khi n→∞.

Sau đây chúng tôi trình bày mở rộng của đạo hàm cầu của hàm

f ∈M(D):

Cho f là hàm phân hình trên đĩa đơn vị D và một số nguyên dương n

thì biểu thức
|f (n)(z)|

1 + |f(z)|n+1
(2.2.1)

là sự mở rộng đạo hàm cầu của f .

Định lý sau đây chứng tỏ biểu thức (2.2.1) là có nghĩa với hàm chuẩn

tắc.

Định lí 2.2.5. Nếu f là hàm phân hình chuẩn tắc trên D thì với mỗi

số nguyên dương n, tồn tại một hằng số Pn(f) sao cho

|f (n)(z)|(1− |z|2)n

1 + |f(z)|n+1
≤ Pn(f)

Chứng minh. Định lý đúng với n = 1.

Ta đi chứng minh định lí đúng với n > 1. Giả sử định lí đúng với mỗi

k < n. Theo Bổ đề 2.2.1, ta có

|f (n)(z)|(1− |z|2)n

1 + |f(z)|n+1
≤ |f (n)(z)|(1− |z|2)n ≤ En(f, 1)
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với |f(z)| ≤ 1. Cho g(z) = 1/f(z). Khi đó|g(z)| ≤ 1 với |f(z)| > 1, và g

là một hàm phân hình chuẩn tắc. Giả sử |f(z)| > 1, khi đó lấy đạo hàm

hai vế phương trình f(z)g(z) = 1 n lần và được

|f (n)(z)| ≤
n−1∑
k=0

Ck
n|f(z)f (k)(z)g(n−k)(z)|

Vì thế, cho n ≥ 1 và P0(f), ta được

|f (n)(z)|(1− |z|2)n

1 + |f(z)|n+1

≤
n−1∑
k=0

Ck
n

|f(z)||f (k)(z)|(1− |z2|)k

1 + |f(z)|k+1
.|g(n−k)(z)|(1− |z|2)n−k 1 + |f(z)|k+1

1 + |f(z)|n+1

≤
n−1∑
k=0

Ck
nPn(k)En−k(g, 1)

|f(z)|+ |f(z)|k+2

1 + |f(z)|n+1

Áp dụng bất đẳng thức
x+ xn+1

1 + xn+1
≤ 2 với x > 1, ta có

|f(z)|+ |f(z)|k+2

1 + |f(z)|n+1
≤ 2

với 0 ≤ k ≤ n− 1 và f(z) > 1. Do đó ta có

|f (n)(z)|(1− |z|2)n

1 + |f(z)|n+1
≤

n−1∑
k=0

2Ck
nPn(k)En−k(g, 1)

với f(z) > 1.

Định lí 2.2.6. Cho f ∈M(D). Khi đó

i) Nếu f ∈ N và f(0) 6= 0, thì

N(r, f) = O(

∫ r

0

1

(1− |s|2)2
log

r

s
ds); r → 1− (2.2.2)

ii) Nếu f ∈ N 0 và f(0) 6= 0 thì

N(r, f) = o(

∫ r

0

1

(1− |s|2)2
log

r

s
ds); r → 1− (2.2.3)
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Chứng minh. i) Định lí Fubini chỉ ra rằng đặc trưng Ahlfors-Shimizu

của f ∈M(D) có thể được biểu diễn

T0(r, f) =
1

π

∫
D(0,r)

(f#(z))2 log
r

|z|
dA(z) (2.2.4)

Nếu f ∈ N thì

T0(r, f) ≤ 2||f ||2N
∫ r

0

1

(1− |s|2)2
log

r

s
ds,

và theo định lí Ahlfors-Shimizu, ta có

N(r, f) ≤ T0(r, f) + log

√
1 + |f(0)|2
|f(0)|

(2.2.5)

Do đó (2.2.6) được chứng minh.

ii) Nếu f ∈ N0 thì, cho ε > 0, tồn tại rε ∈ (0, 1) sao cho f#(z) ≤
ε(1− |z|2), với mọi |z| ≥ rε. Khi đó, ta có

T0(r, f) ≤ 2||f ||2N0

∫ rε

0

1

(1− |s|2)2
log

r

s
ds+ 2ε2

∫ r

0

1

(1− |s|2)2
log

r

s
ds.

Do
∫ 1

0
1

(1−|s|2)2 log r
sds là phân kì nên theo (2.2.9) ta được (2.2.7).

Sau đây chúng tôi trình bày mở rộng định lý 2.2.6 cho hàm phân hình

ϕ - chuẩn tắc.

Định lí 2.2.7. Cho ϕ : [0, 1) → (0, 1) là hàm tăng nhẵn và cho f ∈
M(D). Khi đó

i) Nếu f ∈ N ϕ và f(0) 6= 0, thì

N(r, f) = O(

∫ r

0

(ϕ(s))2 log
r

s
ds); r → 1− (2.2.6)

ii) Nếu f ∈ N ϕ
0 và f(0) 6= 0 thì

N(r, f) = o(

∫ r

0

(ϕ(s))2 log
r

s
ds); r → 1− (2.2.7)
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Chứng minh. i) Định lí Fubini chỉ ra rằng đặc trưng Ahlfors-Shimizu

của f ∈M(D) có thể được biểu diễn

T0(r, f) =
1

π

∫
D(0,r)

(f#(z))2 log
r

|z|
dA(z) (2.2.8)

Nếu f ∈ N ϕ thì

T0(r, f) ≤ 2||f ||2Nϕ

∫ r

0

(ϕ(s))2 log
r

s
ds,

và theo định lí Ahlfors-Shimizu, ta có

N(r, f) ≤ T0(r, f) + log

√
1 + |f(0)|2
|f(0)|

(2.2.9)

Do đó (2.2.6) được chứng minh.

ii) Nếu f ∈ N ϕ
0 thì, cho ε > 0, tồn tại rε ∈ (0, 1) sao cho f#(z) ≤ εϕ(|z|),

với mọi |z| ≥ rε. Khi đó, ta có

T0(r, f) ≤ 2||f ||2Nϕ

∫ rε

0

(ϕ(s))2 log
r

s
ds+ 2ε2

∫ r

0

(ϕ(s))2 log
r

s
ds.

Do
∫ 1

0 (ϕ(s))2 log r
sds là phân kì với bất kì hàm ϕ tăng nhẵn nên theo

(2.2.9) ta được (2.2.7).

Định lý 2.2.8 sau đây là sự phát triển của định lý 1.2.5 cho hàm phân

hình ϕ - chuẩn tắc và ϕ - chuẩn tắc mạnh.

Định lí 2.2.8. Giả sử ϕ : [0, 1)→ (0,∞) là hàm tăng nhẵn , −1 < β < 1

và f ∈M(D). Khi đó

i) f /∈ N ϕ khi và chỉ khi tồn tại

(1) Một dãy zn các điểm trên D,
(2) Một dãy ρn các số thực dương,

(3) Một dãy σn các số thực dương thõa mãn σn → 0, khi n→∞, và
(4) Một hằng số c > 0 thỏa mãn ϕ(|zn|)ρn ≤ cσn, với mọi n ∈ N :=

1, 2, ..... sao cho dãy hàm {σ−βn f(zn + ρnξ)} hội tụ cầu đều trên mỗi tập

con compact của C tới một hàm phân hình khác hằng.

ii) Hơn nữa, f /∈ Nϕ
0 khi và chỉ khi tồn tại
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(1’) Một hằng số dương R,

(2’) Một dãy zn các điểm trên D thõa mãn |zn| → 1− khi n→∞, và

(3’) Một dãy ρn các số thực dương thỏa mãn ρnϕ(|zn)| < 1/R sao cho

dãy hàm {f(zn + ρnξ)} hội tụ cầu đều trên mỗi tập con compact của

D(0, R) tới một hàm phân hình khác hằng.

Chứng minh. i) Giả sử f /∈ N ϕ. Khi đó tồn tại một dãy {am} thỏa mãn

|am| → 1− khi m→∞, sao cho họ F := {fm(ξ) := f(am + ξ/ϕ(|am|)) :

m ∈ N} là không chuẩn tắc trên D.
Theo định lí 1.2.5, với β ∈ (1,−1) bất kì, tồn tại tập compact K ⊂ D,
một dãy {zn} ⊂ K, một dãy {σn} ⊂ (0,∞) thỏa mãn σn → 0 khi n→∞,

và một dãy {fn} ⊂ F sao cho dãy hàm {gn(ξ) := σ−βn fn(zn + σnξ)} hội
tụ cầu đều trên mỗi tập con compact của C tới một hàm phân hình khác

hằng. Kí hiệu wn := an + zn/ϕ(|an|)), ta có

gn(ξ) : = σ−βn f(an +
zn + σnξ

ϕ(|an|)
)

= f(wn +
σnξ

ϕ(|an|)
)

Để chứng minh mệnh đề i), ta cần tìm một hằng số dương c sao cho

ρn := σn/ϕ(|an|) thỏa mãn ϕ(|wn|)ρn ≤ cσn, với mọi n đủ lớn. Thật vậy,

kí hiệu: ψ := 1/ϕ. Khi đó

ϕ(|wn|)
ϕ(|an|)

=
ϕ(|an|+ zn

ϕ(|an|))

ϕ(|an|)
≤ ψ(|an|)
ψ(|an|+ |zn|ψ(|an|))

≤ 1

1 + ψ′(|an|)|zn|
,

Suy ra ϕ(|wn|)ρn ≤ 2σn, với mọi n đủ lớn.

Bây giờ, giả sử gn(ξ) := σ−βn (zn + ρnξ) hội tụ cầu đều trên mỗi tập con

compact của C tới hàm khác hằng g ∈ M(D). Chọn ξ0 ∈ C sao cho

g#(ξ0) 6= 0 và giả sử phản chứng rằng f ∈ N ϕ. Khi đó, với n đủ lớn, ta

có

g#
n (ξ0) =

σ−βn ρn|f ′(zn + ρnξ0)|
1 + σ−2β

n |f(zn + ρnξ0)|2
≤ σ−|β|n ρnf

#(zn + ρnξ0)

≤ Cσ−|β|n ρnϕ(|zn + ρnξ0|) ≤ Ccσ1−|β|
n

ϕ(|zn + ρnξ0|)
ϕ(|zn|)

≤ Ccσ1−|β|
n

ϕ(|zn|+ ρn|ξ0|)
ϕ(|zn|)

.
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Ta có

ϕ(|zn|+ ρn|ξ0|)
ϕ(|zn|)

=
ψ(|zn|)

ψ(|zn|+ ρn|ξ0|)
≤ ψ(|zn|)
ψ(|zn|) + ψ′(|zn|)ρn|ξ0|

≤ 1

1 + ψ′(|zn|)cσn|ξ0|
, n→∞

Suy ra g#(ξ0) = 0. Điều này mâu thuẫn. Vậy f /∈ N ϕ.

ii) Giả sử f không phải là một hàm chuẩn tắc mạnh. Khi đó, tồn tại

một hằng số c > 0 và một dãy {z∗n} ⊂ D với |z∗n| → 1 sao cho

f# (z∗n)

ϕ (|z∗n|)
≥ c; n = 1, 2, ... (2.2.10)

Nếu f không phải là một hàm chuẩn tắc, thì theo mệnh đề i) với β = 0

ta được điều phải chứng minh. Bây giờ ta giả sử rằng f là một hàm

chuẩn tắc và |z∗n| > 1/2,∀n ∈ N.

Cho rn =
2|z∗n|

1 + |z∗n|
và r′n =

|z∗n|
2− |z∗n|

;n ∈ N. Khi đó,
1

3
< r′n < |z∗n| < rn <

1 và rn → 1, r′n → 1 khi n→∞. Từ đó, ta có

rn − r′n =
2|z∗n|

1 + |z∗n|
− |z∗n|

2− |z∗n|
=

3|z∗n| (1− |z∗n|)
(1 + |z∗n|) (2− |z∗n|)

và

1− rn =
1− |z∗n|
1 + |z∗n|

.

Do đó

3 (1− rn) ≥
3|z∗n| (1− |z∗n|)

(1 + |z∗n|)
≥ 3|z∗n| (1− |z∗n|)

(1 + |z∗n|) (2− |z∗n|)
= rn − r′n. (2.2.11)

Chọn {zn} ⊂ D sao cho

Mn = max
r′n≤|z|≤rn

(
1− |z|

rn

)1/2(
1− r′n
|z|

)1/2

f# (z)

=

(
1− |zn|

rn

)1/2(
1− r′n
|zn|

)1/2

f# (zn)

(2.2.12)
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Từ r′n < |z∗n| < rn và kết hợp với (2.2.10), ta có

Mn ≥
(

1− |z
∗
n|
rn

)1/2(
1− r′n
|z∗n|

)1/2

f# (z∗n)

=

(
1− |z∗n|

2

)1/2(
1− 1− |z∗n|

2− |z∗n|

)1/2

f# (z∗n)

≥ 1

2
(1− |z∗n|) f# (z∗n) ≥

c

2
> 0.

(2.2.13)

Vì vậy, r′n < |zn| < rn và |zn| → 1 khi n → ∞. Từ (2.2.12) và (2.2.13),

ta có f# (zn)→∞ khi n→∞. Đặt

ρn =
1

Mn

(
1− |zn|

rn

)1/2(
1− r′n
|zn|

)1/2

=
1

f# (z∗n)
.

Thì ρn → 0. Từ (2.2.11) ta có

1− |zn| > 1− rn ≥
1

3
(rn − r′n) ≥

1

3
(|zn| − r′n) , n ∈ N. (2.2.14)

Do 1 − |zn| > rn − |zn| và 1/3 < r′n < |zn| < rn, nên từ (2.2.13) và

(2.2.14), ta có

ρnϕ(|zn|) ≤
ρn

1− |zn|
=

1

(1− |zn|)Mn

(
1− |zn|

rn

) 1
2
(

1− r′n
|zn|

) 1
2

≤ (rn − |zn|)
1
2 (|zn| − r′n)

1
2

Mn (rn − |zn|)
1
2
(

1
3 (|zn| − r′n)

) 1
2 r

1
2
n |zn|

1
2

=

√
3

Mnr
1/2
n |zn|1/2

≤ 12
√

3

c
:=

1

R
.

(2.2.15)

Vì vậy, các hàm gn (ξ) = f (zn + ρnξ) được xác định với |ξ < R|. Bây giờ

ta chỉ ra rằng {g#
n (ξ)} là bị chặn đều trên |ξ| ≤ R′ < R,R′ tùy ý. Từ

||f ||Nϕ = sup
z∈D

f# (z)

ϕ (|z|)
< ∞ và |ξ| ≤ R′ < R, kết hợp (2.2.15) và bởi tính
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đơn điệu của ϕ ta có

g#
n (ξ) = ρnf

# (zn + ρnξ) ≤ ||f ||Nϕρnϕ(|zn + ρnξ|)

≤ ||f ||Nϕρnϕ(|zn|+ ρn|ξ|) ≤
1

R
||f ||Nϕ

ϕ(|zn|+ ρnR
′)

ϕ(|zn|)

=
1

R
||f ||Nϕ

ψ(|zn|)
ψ(|zn|+ ρnR′)

≤ 1

R
||f ||Nϕ

ψ(|zn|)
ψ(|zn|) + ψ′(|zn|)ρnR′

≤ 1

R
||f ||Nϕ

1

1 + ψ′(|zn|)ρnR′
≤ 1

R
||f ||Nϕ.

Theo tiêu chuẩn Marty, {gn (ξ)} là một họ chuẩn tắc trên |ξ| < R. Do

đó tồn tại một hàm phân hình g (ξ) trên |ξ| < R sao cho gnk (ξ)→ g (ξ)

hội tụ đều địa phương trên |ξ| < R. Từ g#
nk

(0) = ρnkf
# (znk) = 1, g (ξ)

khác hằng.

Ngược lại, giả sử rằng gn (ξ) = f (zn + ρnξ) → g (ξ) hội tụ đều địa

phương trên |ξ| < R, ở đó g (ξ) là một hàm phân hình khác hằng và

|zn| → 1 với ρnϕ(|zn|) < 1/R với mọi n ∈ N. Chọn ξ0, |ξ0| < R, giả sử

rằng g# (ξ0) > 0.

Giả sử phản chứng rằng f là một hàm chuẩn tắc mạnh, khi đó

g#
n (ξ0) = ρnf

# (zn + ρnξ0)

= ρnϕ(|zn + ρnξ0|)
f# (zn + ρnξ0)

ϕ (|zn + ρnξ0|)

≤ ρnϕ(|zn|+ ρn|ξ0|)
f# (zn + ρnξ0)

ϕ (|zn + ρnξ0|)

≤ 1

R

ϕ(|zn|+ ρn|ξ0|)
ϕ(|zn|)

f# (zn + ρnξ0)

ϕ (|zn + ρnξ0|)

=
1

R

ψ(|zn|)
ψ(|zn|+ ρn|ξ0|)

f# (zn + ρnξ0)

ϕ (|zn + ρnξ0|)

≤ 1

R

1

1 + ψ′(|zn|)ρnR
f# (zn + ρnξ0)

ϕ (|zn + ρnξ0|)
≤ 1

R

f# (zn + ρnξ0)

ϕ (|zn + ρnξ0|)
→ 0,

Suy ra g# (ξ0) = 0. Điều này mâu thuẫn với giả sử g# (ξ0) > 0. Định lí

được chứng minh

Định lí 2.2.9. Cho E là tập bất kì gồm năm số phức hữu hạn hoặc vô
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hạn. Nếu f là một hàm phân hình trên D sao cho

sup{(1− |z|2)f#(z) : z ∈ f−1(E)} <∞

thì f là một hàm chuẩn tắc.

Chứng minh. Định lý tương đương với mệnh đề sau: Nếu f không là

hàm chuẩn tắc thì với mỗi số phức λ, với ít nhất bốn ngoại lệ,

sup{(1− |z|2)f#(z) : z ∈ f−1(λ)} =∞.

Ta sẽ chứng minh mệnh đề tương đương này.

Giả sử f là hàm phân hình trên D sao cho f /∈ N . Theo định lí 2.2.8

mệnh đề i) với β = 0, tồn tại dãy {zn}∞n=1 trên D và dãy các số thực

dương ρn, thỏa mãn ρn/(1 − |zn|) → 0 khi n → ∞ và hàm phân hình

khác hằng g trên mặt phức mở rộng sao cho dãy hàm {gn} hội tụ đều

tới g, với gn(t) = f(zn + ρnt) với mỗi số nguyên dương n. Cho λ là một

số phức bất kì, hữu hạn hoặc vô hạn, để phương trình g(t) = λ có một

nghiệm t0 không phải là nghiệm kép, tức là g#(t0) 6= 0. Theo định lí

Hurwitz, trên mỗi lân cận của t0 tất cả trừ một số hữu hạn các hàm

gn có giá trị λ. Do đó tồn tại một dãy các điểm tn sao cho tn → t0 và

gn(tn) = λ với n đủ lớn. Mặt khác, do {gn} hội tụ đều tới g nên ta có

g#
n (tn)→ g#(t0). Đặt sn = zn + ρntn, ta có g#

n (tn) = ρnf
#(sn) để

f#(sn)(1− |sn|) = g#
n (tn)

1− |sn|
ρn

= g#
n (tn)

1− |zn|
ρn

1− |sn|
1− |zn|

Cho n→∞, ta có g#
n (tn)→ g#(t0),

1− |zn|
ρn

→∞,
1− |sn|
1− |zn|

→ 1, do vậy

f#(sn)(1− |sn|)→∞, hay f#(sn)(1− |sn|2)→∞
Bây giờ ta chứng minh rằng nếu phương trình g(t) = λ có một nghiệm

mà không phải nghiệm bội thì

sup{(1− |z|2)f#(z) : z ∈ f−1(λ)} =∞.

Tuy nhiên có thể có nhiều nhất bốn giá trị λ mà tất cả các nghiệm của

phương trình g(t) = λ là nghiệm bội (xem trang 231, [10]). Do vậy định
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lý được chứng minh.

Sau đây chúng tôi chỉ ra rằng định lý 2.2.9 không đúng nếu ta thay

giả thiết tập hợp E gồm năm điểm với một tập chỉ chứa bốn điểm.

Định lí 2.2.10. Tồn tại một hàm phân hình không chuẩn tắc trên D và

một tập F bao gồm bốn điểm sao cho f#(z) = 0 với mỗi z ∈ f−1(F ).

Chứng minh.Cho p là một số thực dương và q là một số phức với phần

ảo dương. Cho P hàm Weierstrass với chu kì nguyên thủy p và q. Cho

H là nửa trên của mặt phẳng, và

e1 = P(p/2); e2 = P(q/2); e3 = P((p+ q)/2).

Phương trình P(z) = λ chỉ có nghiệm bội với λ ∈ {e1, e2, e3,∞}, (xem
chương 13, [10]). Do vậy, P#(z) = 0 với P(z) ∈ {e1, e2, e3,∞}. Cho
g(z) = i(1 + z)(1− z) và f(z) = P(g(z)) với z ∈ D.
Do hàm g là ánh xạ từ đĩa đơn vị D lên H, với g(1) =∞, nên ta có thể

chọn một dãy các số thực dương {xn} với 0 < xn < 1 và xn → 1 sao cho

{P(g(xn))} bị chặn và dãy {P ′(g(xn))} bị chặn giữa 0 và ∞. Khi đó

P#(g(xn)) bị chặn và

(1− |xn|2)f#(xn) = 2P(g(xn))(1 + |xn|)/(1− |xn|)→∞

khi n→∞. Do đó f là hàm không chuẩn tắc. Nhưng f#(z) = P#(g(z)) =

0 với f(z) ∈ {e1, e2, e3,∞}. Cho tập F = {e1, e2, e3,∞} thì định lý được

chứng minh.

Sau đây chúng tôi chỉ ra rằng định lý 2.2.9 không đúng nếu ta thay

giả thiết tập hợp E gồm năm điểm với một tập chỉ chứa ba điểm.

Định lí 2.2.11. Cho E là tập bất kì gồm ba số phức. Khi đó tồn tại hàm

phân hình không chuẩn tắc g trên D sao cho g#(z) = 0 với g(z) ∈ E.

Chứng minh. Cho f là hàm được sử dụng trong định lý 2.2.10, cho

E = {a, b, c} và L(z) là phép biến đổi tuyến tính sao cho L(e1) =

a, L(e2) = b, L(e3) = c. Khi đó g(z) = L(f(z)) là hàm không chuẩn tắc,
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nhưng g#(z) = L#(f(z))|f ′(z)| = 0 với f(z) ∈ {e1, e2, e3} và g(z) ∈ E.

Mặt khác g#(z) = 0 với g(z) ∈ {a, b, c, L(∞)}. Do vậy chúng ta chỉ cần

chỉ ra rằng E là tập bất kì bao gồm ba điểm thì có một tập E ′ chứa E

sao cho định lý 2.2.9 không đúng với tập E ′. Bằng cách chọn điểm thứ

tư này bắt buộc là các giá trị e1, e2, e3 của hàm Weierstrass P và chúng

phải thỏa mãn điều kiện e1 + e2 + e3 = 0. Theo định lý 2.2.10 thì định

lý được chứng minh.

Sau đây chúng tôi xây dựng một tính chất tương tự định lý 2.2.9 mở

rộng cho hàm phân hình ϕ - chuẩn tắc và hàm phân hình ϕ - chuẩn tắc

mạnh .

Định lí 2.2.12. Giả sử ϕ : [0, 1) → (0,∞) là hàm tăng nhẵn và f ∈
M(D). Khi đó

i) f ∈ N ϕ khi và chỉ khi tồn tại một tập E gồm năm giá trị phân biệt

trên Ĉ := C ∪ {∞} sao cho

sup{f#(z)/ϕ(|z|) : z ∈ D, f(z) ∈ E} <∞

ii) f ∈ N ϕ
0 khi và chỉ khi tồn tại một tập E gồm năm giá trị phân biệt

trên Ĉ với các tạo ảnh sao cho

lim
|z|→1−,f(z)∈E

f#(z)/ϕ(|z|) = 0.

Chứng minh.i) Điều kiện cần của mệnh đề được suy ra từ định nghĩa

hàm ϕ- chuẩn tắc.

Điều kiện đủ của mệnh đề i) tương đương với mệnh đề sau: Nếu f

không là hàm ϕ-chuẩn tắc thì với mỗi số phức λ, với ít nhất bốn ngoại

lệ,

sup{f#(z)/ϕ(|z|) : z ∈ f−1(λ)} =∞.

Ta sẽ chứng minh mệnh đề tương đương này.

Giả sử f là hàm phân hình trên D sao cho f /∈ N ϕ. Theo định lí 2.2.8

mệnh đề i) với β = 0, tồn tại dãy {zn}∞n=1 trên D và dãy các số thực

dương ρn, dãy các số thực dương σn thỏa mãn σn → 0 khi n→∞, một

hằng số c > 0 thỏa mãn ϕ(|zn|)ρn ≤ cσn và hàm phân hình khác hằng
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g trên mặt phức mở rộng sao cho dãy hàm {gn} hội tụ đều tới g, với

gn = f(zn + ρnt) với mỗi số nguyên dương n. Cho λ là một số phức bất

kì, hữu hạn hoặc vô hạn, để phương trình g(t) = λ có một nghiệm t0
không phải là nghiệm kép, tức là g#(t0) 6= 0. Theo định lí Hurwitz, trên

mỗi lân cận của t0 tất cả trừ một số hữu hạn các hàm gn có giá trị λ.

Do đó tồn tại một dãy các điểm tn sao cho tn → t0 và gn(tn) = λ với n

đủ lớn. Mặt khác, do {gn} hội tụ đều tới g nên ta có g#
n (tn) → g#(t0).

Đặt sn = zn + ρntn, ta có g#
n (tn) = ρnf

#(sn) để

f#(sn)

ϕ(|sn|)
=

g#
n (tn)

ρnϕ(|sn|)
=

g#
n (tn)

ρnϕ(|zn|)
ϕ(|zn|)

ϕ(|zn + ρntn|)

=
g#
n (tn)

ρnϕ(|zn|)
ψ(|zn + ρntn|)

ψ(|zn|)

Cho n→∞, ta có g#
n (tn)→ g#(t0), ρnϕ(|zn|)→ 0,

ψ(|zn + ρntn|)
ψ(|zn|)

→ 1,

do vậy
f#(sn)

ϕ(|sn|)
→∞.

Bây giờ ta chứng minh rằng nếu phương trình g(t) = λ có một nghiệm

mà không phải nghiệm kép thì

sup{f#(z)/ϕ(|z|) : z ∈ f−1(λ)} =∞.

Tuy nhiên có thể có nhiều nhất bốn giá trị λ mà tất cả các nghiệm của

phương trình g(t) = λ là nghiệm kép. Do vậy mệnh đề i) được chứng

minh.

ii) Điều kiện cần của mệnh đề được suy ra từ định nghĩa hàm ϕ- chuẩn

tắc mạnh.

Điều kiện đủ của mệnh đề tương đương với mệnh đề sau: Nếu f không

là hàm ϕ−chuẩn tắc mạnh thì với mỗi số phức λ, với ít nhất bốn ngoại

lệ, tồn tại hằng số c sao cho

lim
|z|→1−,z∈f−1(λ)

f#(z)/ϕ(|z|) = c > 0.

Ta sẽ chứng minh mệnh đề tương đương này.

Giả sử f là hàm phân hình trên D sao cho f /∈ N ϕ
0 . Theo định lí 2.2.8
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mệnh đề ii) tồn tại dãy {zn}∞n=1 trên D, |zn| → 1− khi n→∞ và dãy các

số thực dương ρn, một hằng số R > 0 thỏa mãn ϕ(|zn|)ρn < 1/R và hàm

phân hình khác hằng g trên mặt phức mở rộng sao cho dãy hàm {gn}
hội tụ đều tới g, với gn = f(zn + ρnt) với mỗi số nguyên dương n. Cho λ

là một số phức bất kì, hữu hạn hoặc vô hạn, để phương trình g(t) = λ

có một nghiệm t0 không phải là nghiệm kép, tức là g#(t0) 6= 0. Theo

định lí Hurwitz, trên mỗi lân cận của t0 tất cả trừ một số hữu hạn các

hàm gn có giá trị λ. Do đó tồn tại một dãy các điểm tn sao cho tn → t0
và gn(tn) = λ với n đủ lớn. Mặt khác, do {gn} hội tụ đều tới g nên ta có

g#
n (tn)→ g#(t0). Đặt sn = zn + ρntn, ta có g#

n (tn) = ρnf
#(sn) để

f#(sn)

ϕ(|sn|)
=

g#
n (tn)

ρnϕ(|sn|)
=

g#
n (tn)

ρnϕ(|zn|)
ϕ(|zn|)

ϕ(|zn + ρntn|)

=
g#
n (tn)

ρnϕ(|zn|)
ψ(|zn + ρntn|)

ψ(|zn|)

Cho n→∞, ta có g#
n (tn)→ g#(t0), ρnϕ(|zn|) < 1/R,

ψ(|zn + ρntn|)
ψ(|zn|)

→

1, do vậy
f#(sn)

ϕ(|sn|)
→ c.

Bây giờ ta chứng minh rằng nếu phương trình g(t) = λ có một nghiệm

mà không phải nghiệm kép thì

lim
|z|→1−,f(z)∈E

f#(z)/ϕ(|z|) = c.

Tuy nhiên có thể có nhiều nhất bốn giá trị λ mà tất cả các nghiệm của

phương trình g(t) = λ là nghiệm kép. Do vậy mệnh đề ii) được chứng

minh.

Hệ quả 2.2.13. Giả sử ϕ : [0, 1) → (0,∞) là hàm tăng nhẵn và f ∈
M(D). Khi đó

i) f ∈ N ϕ khi và chỉ khi tồn tại R > 0 và MR > 0 sao cho

sup{f ′(z)/ϕ(|z|) : |f(z)| < R} < MR

ii) f ∈ N ϕ
0 khi và chỉ khi tồn tại R > 0 sao cho

lim
|z|→1−,|f(z)|<R

|f ′(z)/ϕ(|z|)| = 0.
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Chứng minh. i) Giả sử f ∈ M(D) và R > 0. Nếu sup{f ′(z)/ϕ(|z|) :

|f(z)| < R} < ∞ thì định lý 2.2.12 suy ra f ∈ N ϕ. Ngược lại, nếu

f ∈ N ϕ thì

sup
|f(z)|<R

|f ′(z)|
ϕ(|z|)

= sup
|f(z)|<R

(1 + |f(z)|2)f
#(z)

ϕ(|z|)
≤ (1 +R2)‖f‖Nϕ.

ii) Giả sử f ∈ M(D) và R > 0. Nếu lim
|z|→1−,|f(z)|<R

|f ′(z)/ϕ(|z|)| = 0 thì

định lý 2.2.12 suy ra f ∈ N ϕ
0 . Ngược lại, nếu f ∈ N ϕ

0 thì

lim
|z|→1−,|f(z)|<R

|f ′(z)|
ϕ(|z|)

= lim
|z|→1−,|f(z)|<R

(1 + |f(z)|2)f
#(z)

ϕ(|z|)

≤ (1 +R2) lim
|z|→1−

f#(z)

ϕ(|z|)
= 0.

Định lí 2.2.14. Giả sử {zn}∞n=1 và {wn}∞n=1 là hai dãy nội suy rời nhau

trên D. Khi đó B1/B2 là chuẩn tắc trên D khi và chỉ khi {zn}∞n=1∪{wn}∞n=1

là nội suy.

Chứng minh. Giả sử B1/B2 là chuẩn tắc trên D . Khi đó

f#(z) ≤ C|dz|/(1− |z|2)

với |z| < 1 và C là hằng số dương. Chọn z = zn ta có

|B2(zn)| ≥ (1/C)|B′1(zn)|(1− |zn|2)

Mà
|zk|
−zk

.
1− z̄kz
z − zk

B1(z) =
∞∏

n=1,n6=k

−zn
|zn|

.
z − zn
1− z̄nz

:=
∏
j

(z)

Khi đó

B1(z) =
−zk
|zk|

.
z − zk
1− z̄kz

.
∏
j

(z)

Theo định lí 1.2.15 ta có |
∏

j(zk)| ≥ δ > 0. Do đó

lim inf |B2(zk)| ≥ (1/C)δ > 0
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Vậy {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là nội suy. Ngược lại, ta có {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là

nội suy. Giả sử B1/B2 /∈ N . Khi đó tập hợp các số thỏa mãn

|f ′(z)|(1− |z|2)/(1 + |f(z)|2)

không bị chặn, nên phải tồn tại một dãy {zk} trên D sao cho

|B1(zk)|2 + |B2(zk)|2 → 0

khi k → ∞. Theo định lí 1.2.12, phải tồn tại dãy con của {zn}∞n=1 và

{wn}∞n=1 tương ứng là αkn và βjkn sao cho ψ(zkn, αkn)→ 0 và ψ(zjkn, βjkn)→
0. Do đó ψ(αjkn, βjkn) → 0. Điều này mâu thuẫn với giả thiết. vậy

B1/B2 ∈ N .

Định lí sau đây là tổng quát của định lí 2.2.14 cho hàm phân hình ϕ

- chuẩn tắc và ϕ - chuẩn tắc mạnh.

Định lí 2.2.15. Giả sử B1 và B2 là tích Blaschke nội suy với hai dãy

rời nhau {zn}∞n=1 và {wn}∞n=1 và ϕ : [0, 1) → (0,∞) là hàm tăng nhẵn.

Khi đó

i) Các mệnh đề sau tương đương:

(1) B1/B2 ∈ N ϕ;

(2) {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là ϕ-tách;

(3) {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là ϕ-tách đều.

ii) Các mệnh đề sau tương đương:

(1) B1/B2 ∈ N ϕ
0 ;

(2) {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là ϕ-tách mạnh;

(3) {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là ϕ-tách đều mạnh.

Chứng minh. i) Nếu B1/B2 ∈ N ϕ thì tồn tại C > 0 sao cho(
B1

B2

)#

(z) =
|B′1(z)B2(z)−B1(z)B′2(z)|
|B1(z)|2 + |B2(z)|2

≤ Cϕ(|z|) (2.2.16)

với mọi z ∈ D. Chọn z = zn, ta được B′1(zn) ≤ C|B2(zn)|ϕ(|zn|). Ta có

B′1(z) =
∞∑
j=1

|zj|
zj

|zj|2 − 2

1− zj

∏
k 6=j

|zk|
zk

zk − z
1− zkz

 , (2.2.17)
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|B′1(zn)| =
1

1− |zn|2
∏
k 6=n

ρ(zk, zn)

Từ (2.2.17) và {zn}∞n=1 là tách đều, tồn tại δ > 0 sao cho

∞∏
k=1

ρ(wk, zn)
∏
k 6=n

ρ(zk, zn) = |B2(zn)|
∏
k 6=n

ρ(zk, zn)

≥
(
∏
k 6=n

ρ(zk, z))
2

cϕ(|zn|)(1− |zn|2)
≥ δ2/C

ϕ(|zn|)(1− |zn|2

với mọi z ∈ N. Do tính đối xứng nên {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là ϕ-tách đều

và do đó nó là ϕ-tách. Vậy ta đã chứng minh được (1) suy ra (3) và (3)

suy ra (2).

Để chứng minh (2) suy ra (1), ta giả sử phản chứng rằng B1/B2 /∈ N ϕ.

Cho {ak}∞k=1 là một dãy điểm trên D sao cho (2.1.4) không thoả mãn.

Từ đẳng thức trong (2.2.16) và Bổ đề Schwarz-Pick, ta có(
B1

B2

)#

(z) ≤ 1

|B1(z)|(1− |z|2)
+

1

|B2(z)|(1− |z|2)

với mọi z ∈ D. Do đó, bằng cách chọn dãy con nếu cần thiết, ta có

|Bi(ak)|ϕ(|ak|)(1− |ak|2)→ 0, k →∞ (2.2.18)

với hoặc i = 1 hoặc i = 2. Thực tế ta có (2.2.18) chạy theo hai chỉ số.

Thật vậy, nếu nó thỏa mãn với i = 1 và nếu giới hạn dưới bằng γ > 0

với i = 2, thì |B1(ak)|/|B2(ak)| = o(1) khi k →∞. Suy ra(
B1

B2

)#

(ak) ≤
1

|B2(ak)|(1− |ak|2)

(
1 + |B1(ak)

B2(ak)
|
)

=
ϕ(|ak|)
γ

(1 + o(1)), k →∞.

Điều này mâu thuẫn với giả sử ban đầu của dãy {ak}∞k=1, do vậy (2.2.18)

phải thỏa mãn với hai chỉ số. Bằng cách lấy dãy con nếu cần thiết, từ

(2.2.18) và định lí 1.2.12 ta có ρ(zn, an) và ρ(wn, an) tiến dần về 0 khi
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n→∞. Do dãy {zn}∞n=1 là tách đều, theo bất đẳng thức tam giác và bổ

đề Schwarz - Pick ta có

δ ≤
∏
k 6=n

ρ(zk, zn) = ρ

∏
k 6=n

zk − zn
1− z̄kzn

, 0


≤ ρ

∏
k 6=n

zk − zn
1− z̄kzn

,
∏
k≤n

zk − z
1− z̄kz

+
∏
k 6=n

ρ(zk, z) ≤ ρ(zn, z) +
∏
k 6=n

ρ(zk, z)

với mọi z ∈ D; đặc biệt

|B1(an)| ≥ ρ(zn, an)(δ − ρ(zn, an)).

Do đó |B1(an)| ≥ ρ(zn, an)δ/2 với mọi n đủ lớn. Điều này kết hợp với

(2.2.18) ta được

ρ(zn, an)ϕ(|an|)(1− |an|2)→ 0, n→∞ (2.2.19)

Tương tự ta có

ρ(zn, wn)ϕ(|an|)(1− |an|2)→ 0, n→∞ (2.2.20)

Từ ρ(an, zn)→ 0 khi n→∞, ta có

1− |an|2

1− |zn|2
→ 1, n→∞ (2.2.21)

Nếu |zn| ≤ |an|, thì ϕ(|an|) ≥ ϕ(|zn|) do sự đơn điệu của hàm ϕ. Nếu

|zn| ≥ |an|, thì (2.2.19) suy ra |zn− an| ≤ 1/ϕ(|an|) với mọi n đủ lớn, và

kết hợp với (2.1.3) ta được

ϕ(|an|)/ϕ(|zn|)→ 1 (2.2.22)

khi n→∞. Kết hợp (2.2.20),(2.2.21),(2.2.22), ta được

ρ(zn, wn)ϕ(|zn|)(1− |zn|2)→ 0, n→∞

và do đó {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 không là ϕ-tách. Vậy (2) suy (1).

ii) Nếu B1/B2 ∈ N ϕ
0 thì tương tự như trên thay C bởi o(1) khi n→∞,

ta được {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 là ϕ-tách đều mạnh và do đó nó là ϕ tách
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mạnh.

Để chứng minh (2’) suy ra (1’), giả sử phản chứng rằng B1/B2 /∈ N ϕ
0 .

Cho {ak}∞k=1 là một dãy điểm trên D sao cho (2.1.5) không thoả mãn.

Lý luận tương tự như trong i) ta được

lim
k→∞
|Bi(ak)|ϕ(|ak|)(1− |ak|2) ∈ (0;∞), i = 1, 2. (2.2.23)

Hơn nữa, bằng cách chọn dãy con nếu cần thiết, ta thu được

lim
n→∞

ρ(zn, wn)ϕ(|zn|)(1− |zn|2) <∞;

do đó {zn}∞n=1 ∪ {wn}∞n=1 không là ϕ-tách mạnh. Vậy (2’) suy (1’).
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Kết luận - Kiến nghị

Kết quả đã đạt được

1. Đề tài đã đưa ra ví dụ minh họa cho câu hỏi của bài báo [13] .

2. Đề tài đã chứng minh một kết quả cho hàm ϕ - chuẩn tắc, và hàm

ϕ - chuẩn tắc mạnh. Cụ thể là định lí 2.2.12, định lí 2.2.8 ii)

3. Đề tài đã mở rộng kết quả cho hàm phân hình ϕ- chuẩn tắc mạnh

f ∈ N ϕ
0 . Cụ thể là hệ quả 2.2.13

Hướng phát triển của đề tài

- Như ta đã biết, ánh xạ phân hình là khái niệm mở rộng của hàm phân

hình, hàm phân hình lại là khái niệm mở rộng của hàm chỉnh hình trong

môn giải tích phức. Một vấn đề cũng khá được quan tâm là nghiên cứu

họ chuẩn tắc của các ánh xạ phân hình. Khái niệm này khá hay, và cũng

là khái niệm "yếu" , do vậy, trong hướng nghiên cứu tiếp theo, nhóm

chúng tôi sẽ quan tâm xây dựng và phát triển các tính chất của hàm

phân hình chuẩn tắc cho ánh xạ phân hình chuẩn tắc.

- Lấy ví dụ minh họa cho các kết quả đạt được ở trên.

- Nghiên cứu và xây dựng các tính chất của hàm phân hình chuẩn tắc

với biểu thức mở rộng của đạo hàm cầu.

- Nghiên cứu chiều ngược lại của định lí 2.2.5
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