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LOI CAM ON

Pau tién ching em giri 101 cam on chan thanh dén Truong Pai hoc Hoa
Lu, cac thiy cb gido trong khoa Su pham Trung hoc,...d3 tao moi diéu kién
thuan loi gitp d& ching em trong sudt qué trinh hoc tdp nghién ctru va hoan
thién dé tai nghién ctru khoa hoc nay. Pic biét, ching em xin bay t6 long biét on
sdu sic toi giang vién Thac si Nguyén Hiru Tién nguoi da truc tiép hudng dan,
giup do ching em trong thoi gian nghién ctru vira qua. Trong thoi gian nghién
ctru dé tai, chung em di c6 thém cho minh nhiing kién thirc quy bau, 1a hanh
trang dé chung em c6 thé vitng budc sau nay.

Bo mon toan 1a mdt b mon rat quan trong, tha vi va b ich co tinh thuc
tién cao. Pam bao cung cip kién thuc, gin lién véi thyc tién nhu ciu cia con
ngudi nhat 1a dbi véi giao vién Toan. Tuy nhién do von kién thirc ning lyc cua
ban than con han ché nén dé tai nghién ctru khoa hoc cia chiing em khong tranh
khoi nhing thiéu sot. Rit mong nhan dugc su dong gop ¥ kién cia cac quy thay
cd, ban bé dé chiing em hoc tap, bo sung hoan thién kién thire, dé dé tai duoc
hoan thién hon dong thoi gitp ching em hoan thién vé phuong phap giang day
cia minh dé trudc khi ra trudng chung em duge trang bi diy du kién thic va
phuong phap tréd thanh moét gido vién thuc su.

Em xin chan thanh cam on!
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MO DAU
1. Tong quan tinh hinh nghién ctru

Str dung dao ham dé tim cyc tri va gia tri 16n nhat, nhé nhit ciia ham sb
dugc cac nha toan hoc Viét Nam nghién ciru va viét trong cac tai li€u, gido trinh
Giai tich (hodc Toan cao cép) danh cho sinh vién dai hoc, cao dang. Mot s6 tng
dung duoc viét trong cac tai li¢u, gido trinh thudc linh vyc toan hoc ung dung,
t6i wu hoa va ky thuat. Cac tai lidu nay chu yéu viét ddy du theo hé thong ly
thuyét va dua ra mot sb vi du minh hoa.

Vé giang day khai niém dao ham trong truong Trung hoc phd thong co
nhiéu tac gia trong nude da ban luan. Tac gia Nguyén Phic Loc (2010) cho rang
cac khai niém Giai tich co6 tinh phuc tap noi tai cao; do vay, chung rat kho nhan
thirc di v6i hoc sinh. Riéng d6i voi khai niém dao ham, Nguyén Phi Loc (2010)
bang cach tiép can lich sir va tiép can 1y thuyét Didactic toan da chi ra rang c6
“chuéng ngai nhan thirc” cho ngudi mai tiép xtc khai niém nay. Trong nghién
ctru ctia minh, tac gia Lé Anh Tuén (2009) tap trung nghién ciru cac tmg dung
cta khai niém dao ham, cac van dé lién quan dén dao ham. Nhin chung cac tac
gia déu nghién ctru vé dao ham mot cach tong thé, khoa hoc va logic. Mot vai tai
liu dang chu ¥ vé dé tai nay nhu sau:

Tac gia Nguyén Thira Hop, “Giai tich tap 1, tdp 2 va tap 3”; sach cung
cap nhitng kién thirc co ban va nang cao vé dao ham va viéc di tim gia tri 16n
nhat, nho nhét ciia ham sb. Bao gom cach tinh dao ham bang dinh nghia, tinh
dao ham tai mot diém, phuong trinh dao ham riéng...Cuén sach nay giap sinh
vién nam vimg 1y thuyét co ban.

“Gido trinh giai tich tap 17 (NXB Dai hoc Qubc Gia Ha Noi) cua Tran
Puc Long - Nguyén Pinh Sang - Hoang Qudc Toan, Gi4o trinh giai tich nay la
mot trong hai phan chu yéu cia mén hoc “Toan cao cép cho chuong trinh A”
duoc viét theo chuong trinh méi nhat cua Pai hoc Qudc gia Ha Noi dugc thong
qua ndm 1999. Gido trinh nay trinh bay hau hét cac van dé quan trong cta giai
tich toan hoc c6 dién vé phép tinh vi phan va tich phan. Nhitng bai giang tong
quat hon so vdi cac gido trinh danh cho nhimg ngudi 1an dau tién hoc mon hoc
nay, dong thoi dé giup sinh vién thuan lgi hon trong viéce tiép xtic v4i toan hoc
hién dai, trong chuong trinh va tiép d6 1a trong gido trinh da dwa vao mot so
cach trinh bay mé&i nhu: chuan trong khong gian R" dé dan téi R 1a khong gian
métric, dao ham ham nhiéu bién dé sau ndy mo rong cho anh xa kha vi trén
khong gian Banach...



Cudn sach “Chuyén dé bdi dudng hoc sinh giéi” cua tac gia Phan Huy
Khai 1a mot trong nhing tai liéu ndi tiéng va uy tin. Sach cung cap cac nodi dung
co ban vé cac phuong phap tim gia tri 10n nhat va nho nhat cia ham sb: phuong
phap bét dang thirc, phuong phap luong giac, phuong phap mién gié tri,...Cudn
sach nay cung cap cho hoc sinh nhiing kién thtrc co ban va k¥ niang toan hoc can
thiét gitip hoc sinh phat trién kha ning tu duy sang tao, linh hoat trong viéc giai
quyét cac bai toan kho.

Tac gia Tran Kién Minh, Pham Vian Tuan, Lé Thi Bach Lién, “Ly thuyét
ba thé gidi toan hoc va van dung vao day hoc dao ham”, Tap chi Khoa hoc gido
duc, Vién khoa hoc gido duc Viét Nam 2016 cung cép mot mé hinh cho phép
phan tich va hiéu biét vé su phat trién nhan thic toan hoc cua hoc sinh tir thép
dén cao. Trong nghién ciru, cac tac gia di 1am rd khung 1i thuyét nay, thiét ké
cac nhiém vu toan thudc ba thé gioi biéu dat, thao tic khac nhau va xem xét kha
nang 1ap luan cua hoc sinh trong cac thé gidi d6. Thé gidi hién than hd tro tot
cho hoc sinh budc dau nhan thire vé khai niém dao ham, cung cép nén tang dé tu
duy hoc sinh phat trién dén muc do cao va phirc tap hon.

Cubdn sach “Mot s phuong phap chon loc giai cac bai toan so cip” Tap 2
cua tac gid Phan Ptrc Chinh 1a tai liéu danh cho hoc sinh chuan bi thi vao céc
truong dai hoc va bdi dudng hoc sinh gioi toan. V& ndi dung nghién ciru dao
ham va tGng dung dao ham trong viéc tim cuc tri, sich cung cap cac phuong
phap giai toan so cip lién quan dén cac chi dé nay. Mic du khong co thong tin
chi tiét vé cac chuong muyc cy thé, nhung véi muyc tiéu boi dudng hoc sinh gioi
toan, sach c6 thé bao gém cac phuong phap va bai tap vé dao ham va cuc tri,
gitip hoc sinh nim vimg kién thirc va k¥ ning can thiét trong linh vuc nay.

Nhin chung, cac cong trinh nghién ctru da cho thay tmg dung ctia dao ham.
Tuy nhién, cic cong trinh nghién ctru chua di sau vao cong dung cting nhu vai
tro cua viéc ing dung dao ham trong céac bai toan tim cyc tri ham s6 mot cach hé
thong véi chu dé “Ung dung dao ham dé tim cyc tri va gia tri 16n nhat, nho nhat
ctia ham s6”.

2. Tinh cép thiét cia dé tai

Moén Toan cip trung hoc phd thong déng vai trd quan trong trong viée
cung cap kién thiic, k§ ning ciing nhu rén luyén tu duy cho hoc sinh budc vao
doi hoac hoc 1én. Trong d6 dao ham va ung dung ctia dao ham giit vai tro chu
dao, 1a mot trong nhitng ndi dung quan trong trong chuong trinh mon toan.
Chuong trinh gido dyc pho théng 2018 dé cao viéc phat trién pham chat va ning
luc ctia nguoi hoc trong d6 co ning luc van dyung vao thuc tién. Noi dung tmg



dung dao ham dé tim cuc tri, gia tri 16n nhét, nho nhit 13 mot trong nhirng ndi
dung quan trong dé giup cho ngudi hoc phat trién niang luc do.

Trong cac dé thi t6t nghiép trung hoc phd thong, cac dé thi hoc sinh gioi
cap phd thong trung hoc va dé thi Olympic toan sinh vién hang nim, cac bai
toan vé cuc tri, vé gia tri 1on nhat, nhé nhat cling xuét hién rt nhiéu va gay
khong it nhitng khé khan cho thi sinh, phan 16n hoc sinh, sinh vién déu cho rang
day la nhitng bai todn kho khong gidi ding duoc.

Trong chuong trinh mon todn & dai hoc, cac bai toan tim cyc tri va cuc tri
c6 diéu kién ctia ham sb nhiéu bién; tim gia tri 16n nhét, nho nhét cia ham sd
nhiéu bién va nhitng img dung cta no ciling duoc dit ra kha nhiéu. Dé giai quyét
duoc cac bai toan dé thi yéu cau ngudi hoc khong chi nim viing kién thirc co
ban ma doi1 hoéi con phai ¢é tu duy toan hoc, van dung toan hoc & muc do cao
hon. Chinh vi viy khong it sinh vién nganh Toan va su pham Toan déu gip kho
khin trong viéc giai cac bai toan tim cuc tri ciia ham nhiéu bién.

La nhiing sinh vién dai hoc nganh Su pham Toan, véi mong muén tim toi,
nghién ctru dé ning cao trinh do ctia ban than, hon nita nhan thiy van dé nay co
sur gén két gifta cac mon hoc ¢ dai hoc voi kién thtrc toan hoc phé) thong ma sau
nay minh giang day. Vi vy chiing em da lya chon nghién ctru dé tai “Ung dung
dao ham dé tim cuec tri va gia tri 16n nhét, nho nhat cia ham sd”.

3. Muc tiéu nghién ciru

Nghién ctru tai li¢u, gido trinh lién quan dén dao ham va cuc tri ctia ham
sO dé hé théng mot s6 dang toan va phuong phap giai cho mot s6 dang toan vé
mg dung dao ham dé tim cyc tri ham s va gia tri 16n nhat, nho nhat.

4. Pdi twong nghién ciru
4.1. Poi twong nghién civu

Céac bai toan tim cyuc tri ham sb, tim gia tri 16n nhét, gia tri nho nhét cua
mot ham sb hodc mot biéu thirc va phuong phép giai.
4.2. Pham vi nghién cvuu

Ung dung dao ham dé tim cuc tri ham sd, tim gia tri 16n nhat, gia tri nho
nhét cia mdt ham sb hodc mot biéu thic.

5. Cach tiép can va phwong phap nghién ciru
5.1. Cdch tiép cin

Li thuyét - Ung dung

5.2. Phwong phap nghién ciru
- Phuong phap nghién cieu ly ludn:



Phén tich, tong hop, so sanh, hé théng hoa cic ndi dung lién quan dén dé
tai nghién ctru nhu: Nghién ctru mot s6 gido trinh giai tich, phuong phap day
hoc mén Toan, sach gido khoa phd théng,...

- Phwong phdp tong két kinh nghiém:

Téng két kinh nghiém qua trao doi kinh nghiém véi mot sb gido vién gioi
bd mon Toan & truong trung hoc phd thong; xin ¥ kién cac giang vién toan. Tir
d6 xay dung hé thong hoa cac bai tip va phuong phap.



CHUONG 1: CO SO LY LUAN
1.1. Dao ham
1.1.1. Dinh nghia va y nghia cua dao ham
1.1.1.1. Dao ham
Gid su cho ham f(x) xéac dinh trong mot khoang (a;b) va x, € (a;b). Néu
ton tai gio1 han hiru han:

1imf(x)_f(x0) ZA, AER

oYX —X,
thi gi¢i han 4 nay dugc goi 1a dao ham ciia f(x) tai diém x, va dugc ky higu
la f'(x,).
Néu A=+oo thi trung lap khi d6 ta ciing néi f"(x,) =00 1a dao ham vé
han. Néu khong ndi gi dac bit thi ta hi€u do6 1a dao ham hiru han.
Néu dua vao sb gia Ax=x — X, cua bién tai X, va sO gia Af = f(x) - f(x)

tuong ung cia ham thi 1o rang la

f’(x()) — lim f(X)—f(XO) — lim g: llmf(xo +AX)—f(XO)‘

XX, X=X, A0 Ax A0 Ax

Tri s dao ham f'(x,) tat x; cua ham f(x), néu no ton tai thi khong
nhitng né phu thudc vao ham f(x) ma con phu thudc vao vi tri cia diém X,-
Bé&i vay, ta ky hiéu lai diém X, ma tai do ta xét gia tri cua dao ham la x, thi dao
ham tai diém x cta ham f(x) 1a mot ham cta bién x va duoc ky hidu 1a f'(x).
1.1.1.2. Y nghia ciia dao ham

Gia str cho ham y = f(x) c6 do thi 1a mot duong cong C. Goi M, va
M 1a hai diém trén duong cong C lan lugt cd toa d0 (x,f(x,)) va
(x,+ Ax; f(x, +Ax)). Goi B, va P lan luot 1 hinh chiéu cia M, va M xubng
truc Ox va H 1a giao diém ciia mat phang véi duong thang di qua M M va
song song v&i truc Oz.

RO rang la

M, H=PP=Ax, HM = [ (x,+ Ax)— f (x,)=Af = Ay.

Do do6

=——=tand

A HM
Ax  M,H

<



trong d6 0 = (m 1a goc luong giac hop boi truc Ox va cat tuyén
MM .

Khi Ax —0, diém M s& dan vé diém M, va néu cit tuyén M M dan vé
vi tri g161 han M T thi duong thang M, oI dugc goi la tiép tuyén ctua dudng

cong C tai M. Khi do goc Hzm s& dan vé goc az(MOH/,M\OT),
va tan@ s& dan vé tana .

Vay
Sf(x,)= ggg = gg(tan 0)=tana
tuc la:
f'(x,) =tana.
Néu

pn L= 16

>N X=X,
thi tiép tuyén ctia duong cong d6 song song véi truc Oy. Khi d6, ham f(x) c6
tai diém x = x, dao ham vo han.

Néu duong cong C tao béi hai nhanh C, va C, tu tai diém M, sao cho
tai M,, hai nhanh C, va C, c6 hai tiép tuyén M,T, vd M T, khong cing nam
trén mot duong thang thi diém M, dugc goi 1a mot diém goéc cia duong cong
C.

bat

a, = (m:az = (m

thi d& dang nhan thay rang hé s goc ciia M of; va M T, la cac dao ham mot
phia cia f(x) tai M.

Ta co:
fl(x,) =tana,, f'(x,) = tana,

fx)=vl1-¢™

diém 0(0;0) 1a mot goc ciia ham d6 thi y = f£(x). Pao ham phai ctia né bang 1,

V&1 ham

dao ham trai bang —1.



1.1.2. Quy tic tinh dao ham
f

Gia st f, gla cac ham kha vi tai x,. Khidé cacham f+g, f.g, L (voi
diéu kién g(x,)# 0) 1a kha vi tai x, va ta cé:

L(f£8)(x)=/"(x)£ g (x)

2.(¢f) (x0) = " (xy).

3.(/-.8)(x) = f'(x)g(x)+ f(x))g' (%) -

. (Lj (=) ()= () )
g g (%)

1.1.3. Pao ham cua cac ham so so cap

Duéi dy 1a bang dao ham ctia mot s6 ham so cip thuong gip da biét
trong gido trinh giai tich 16p 12 va trong “Gido trinh gidi tich tap 1 (NXB Dai
hoc Quéc Gia Ha Noi) ctia Tran Ptrc Long - Nguyén Dinh Sang - Hoang Quéc

Toan.

Pao ham ciia f(x) v6i x 1a bién
s0

Dao ham cua f(u) véi u 1a mot
ham so cua bién s0 x

(C) =0 (C 13 hang sd)

(Cu) = Cu' (C 1a hang sb)

(kx)'=k voi keR

(ku) =ku' voi keR

(x") =nx"" véineR

w"Y =nu""u'" véi neR

1Y 1
(—j =—— voi x#0
X X

4

1 /
(—) =—% volr u#0

u u

!

(Vx) = 24x

vol x>0

voli u>0

) -

2\Ju

(sinx) =cosx

(sinu) =u'cosu

(cosx) =—sinx

(cosu) =—u'sinu

!

VOl x #km kel

' ' u
tanx) =1+tan’x = tanu) =(1+tan’u)u' =
( ) cos’ x (tanu) ( ) cos’ u
, T , - T
V01x¢5+k7r,keZ VOl u¢5+kﬂ,keZ
! 1 ' r u'
(cotx) :—(1+cot2x)=— — (cotu) =—u'(1+ cot’ u) =——
sin’ u sin”u

vOl u #kn,kelZ




(ex), =e* (e“ ), =u'e"
(@) =a"Ina voi a>0,a#1 (a") =u'a"Ina voi a>0,a#1
(lnx)' =l vol x>0 (lnu)' _4 vo1L u>0
X u
' 1 ' u'
l = 1 =
( Og”x) xlna ( Ogau) ulna
vol x>0,a>0,a#1 voli u>0,a>0,a#1
. 4 1 ' !
(arcsinx) = . (arcsinu) = “ -
- 1—u
vol —l1<x<1 vol —l<u<l1
' 1 , '
(arccosx) =— - (arccosu) =-— 4 -
- 1—u
voi —1<x<l1 voi —l<u<l
' 1 . !
(arctanx) = . (arctanu) = T
' 1 ! l/l’
(arccot x) =Tz (arccotu) =
(shx),= chx (shu), =u'chu
(chx), =shx (chu )' =u'shu
' g roou .
(thr) = e véi chx #0 (thu) = o voi chu #0
' . ' u .
(cthx) = véi x#0 (cthu) = voi u#0

1.1.4. Dao ham riéng

1.1.4.1. Pao ham riéng ciia ham so 2 bién

Cho ham s u= f(x,y) xac dinh trén D c R*va P(x,;y,) € D. Cé dinh
Y=Y,, cho x, mot s6 gia Ax du nho sao cho M (x, + Ax;y,) € D . Khi d6 ham
s6 ¢6 sb gia tuong tng 1a Au=f(x,+Ax,y,)—f(x,)

Néu ton tai gi61 han limﬂz lim S Gy + A%, 30) = ] (X0, 5)

Ax—0 Ax Ax—0 A_x

thi gidi han



do6 s€ duoc goi la dao ham riéng theo bién s6 x cua ham s6 f(x,y) tai diém P
va ki hiéu la:

Ou I (x,») (x )
—(P)= P P
Gx( )=———=(P)=f(P)= Ax
Av) —
Tuong ty, néu ton tai gidi han lim —— = lim f (XY +A) = / (%, 1,) thi
Ay—0 Ay Ay—0 Ay

gidi han d6 s& duge goi 1a dao ham riéng theo bién sb y ctia ham sd f(x,y) tai
diem P va ki hi¢u la:

ou ()
—(P)= P P
5 (7 ay()f()H)Ay

Chu y:

Qua dinh nghia trén, ta thay rang viéc tinh dao ham riéng thyc chét 13 tinh
dao ham cta ham s6 mot bién s6 (khi ta coi bién sb kia 1a khong doi). Do do,
viéc tinh dao ham riéng khong doi hoi nhitng quy tac moi.

Hoan toan tuong tu, ta cling co dinh nghia dao ham riéng cua ham ba bién
(hodc nhiéu hon ba bién s0): u = f(x,y,2).

Chél’lg han: ﬁ_u: lim f(x+Ax,y,Z)—f(x,y,Z).
ox A0 Ax

1.1.4.2. Dgo ham riéng ciia ham sé hop

a, Ham s6 hop véi mét bién djc lip

Gid st u = f(x,») la ham hai bién xac dinh trong mién m¢ D < R?,
trong d6 x va y 1a cac ham s6 cua ¢ voi te(a;b) thi (x,y)eD. Khi dé ta co
ham s0 hop u = f (x(¢),y(t)) x4c dinh trong khoang (a;b). Néu u = f(x,y) kha
vi trong D va cac ham sO x(r),y(t) kha vi trong (a;b) thi ham so hop
u=f(x(@),y(t)) kha vi trong (a;b) va u'(t) =u,.x'(t) +u,.y'(t) hay

du _Ou dx ou dy

dt ox dt 8y dt
Chii y: Néu trong d6 y 1a ham sd x (trc 1 x giéng ¢) thi cong thirc trén la:
du _Ou Ou dy

& ox oy di

Vidu: Cho u = f(x,y)=x"y véi x=¢>-3t+1, y=sint. Tinh %

Bai giai



Ta co: @:Zt—& Q:cost.
dt dt
@:ny, a—u:xz.
ox oy

Khi @6

du Ou dx ou dy
dt ox di oy dr
=2xy(2t —3) + x* cost
=2(t> =3t +1)sin#(2t — 3) + (t* — 3t +1)’ cost
=(t* =3t +1)[2(2¢ - 3)sint + (+* — 3¢ +1)cost]

=(t* =3t +1)[2(2¢ - 3)sint + (t* — 3t +1)cost].
b, Ham hop vdi hai bién doc lgp

Gia str u= f(x,») 12 ham s6 cua 2 bién s x va »y xac dinh trong mién
mé DcR? trong d6 x va y 1a cac ham s6 coa cic bién ¢, s:
x=x(t,5), y=(t,5) cung x4c dinh va cung kha vi trong D'. Néu (¢,s) e D' thi
(x,y) e D.Khi @6 ta c6 ham sd hop u = f(x(z,s), ¥(t,s)) xac dinh trong D'. Néu
u=f(x,y) kha vi trong D thi cac dao ham riéng cua ham sb hop

u=f(x(,s),y(ts)) la:

au_ou ox ou o
0s Ox Os Oy Os
Ou _Ou Ox Ou Oy

— =t
ot ox ot oy ot

Hay

Pyp—

ds Ox Os oy Os’

SIS xS
o ox Ot oy ot

I o o

Cong thurc trén viét dudi dang ma tran nhu sau:

0x 0x

(@gj_(@@) ot os
otos) \oxoy ) |ayvoy |

Ot Os
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Ox Ox
ot ds
gy 9y
at os
bién ¢,s va dinh thirc cia ma tran d6 goi l1a dinh thirc Jacobi cua x, y ddi voi

Ma tran duoc goi 1a ma tran Jacobi ctia bién x,y doi vdi cac

t,s.
Ki hiéu la:

J(t,5)=2L%)
D(t,s)
1.2. Cue trj va gia tri 16n nhét, nhé nhat
1.2.1. Cue trj ciia ham sé 1 bién
1.2.1.1. Dinh ngh,ia ?
Cho ham s0 y = f(x) xac dinh trén khoang (a;b) va x, €(a;b). Piém x,
dugc goi 1a diém cyuc dai cia ham s y = f(x) néu ton tai mot lan can U cua
diém x, sao cho f(x)<f (x,), VxeU,x #x,. Tuong tu, diém x, dugc goi la
diém cyc tiéu cia ham s6 y = f(x) néu ton tai mot 1an can U cia diém x, sao
cho f(x)> f(x,), VxeU,x #x,.
1.2.1.2. Quy tic im cwc tri ham sé
e Quy tic 1: Gia sir ham s6 y = f(x) lién tuc c6 dao ham trén mién D
(c6 thé trir diém x,) thi diém x, la diém cuyc tri ctia ham sé néu: 1 '(x,) =0 hodc
f'(x,) khong xac dinh va f"(x) d6i dau khi x dan qua X, .
+ x, goi la diém cyc dai néu x dan qua x, thi f(x) d6i dau tir dwong sang
am (tc 1a /'(x) >0 néu x< x, va f'(x)<0 néu x > x, (v61 x du gin xX,))-
+ x, got la diém cyc tiéu néu x dan qua x, thi f(x) d6i dau tir 4m sang
dwong (tirc 1a f'(x) <0 néu x<x, va f'(x)>0 néu x> x, (v6i x di gan x,)).
e Quy tic 2: Gia sir ham sd y = f(x) c6 dao ham lién tuc dén cap hai tai
x,,f'(x)=0 va f"(x,)=0 thi x, 1a diém cuyc tri ciia ham sb va:
+Néu f "(x,)>0 thi x, 1a diém cyc tiéu.
+Néu f"(x,) <0 thi x, 1a diém cuc dai.
e Quy tic 3: Gia st 7 13 sd ty nhién ndo d6 va gia sit ham y = f(x), trong
1an can nao d6 cua diém x c6 dao ham cép (n—1), con chinh tai diém c6 dao
ham bac n. Gia st tai diém x =c¢ thoa mén hé thirc sau day:

)= f"(c)=...= f"(c)=0; f"(c)=0.

11



Khi do

+ Néu n chin thi ham s6 y = f(x) c6 cuc dai dia phuong tai diém x=c
néu £ (c)<0 va ham sd y=f(x) ¢ cuc tiéu dia phuong tai diém x=c néu
f"c)>0.

+Néu n 1é thi f(x) khong dat cuc tri tai x=c.
1.2.2. Cye tri clia ham s6 nhiéu bién
1.2.2.1. Cuyec tri dia phwong

a, Dinh nghia

Cho ham s6 z= f(x,y) xac dinh trong mién md D va diém
M(x,,y,) € D. Piém M dugc goi 1a diém cuc dai dja phuong cua ham sb
z= f(x,y) hay ham s6 z ¢o cuc dai dia phuong tai M néu ton tai mot 1an can
cia M :S(M,r)c D sao cho v6i moi diém P(x,y)eS(M,r) va M # P ta ¢6
[ (%)< f(x,, y,) hay f(P)<[f(M).

Dinh nghia twong tu voi diém cyc tiéu dai phuong.

b, Piéu kién

* Piéu kién can:

Néu ham s6 z = f(x,y) kha vi tai diém M, (x,;y,)e D ma tai d6 ham s6
dat cuc tri thi

[ ) =05 (%, 3)=0. (%)

Céc diém thoa man hé (*) goi 1a diém ding.

* Digu kién dui:

Gia st M (x,;,) 1a mot diém ding ctia ham s6 z = f(x,y) va ham s6
d6 co cac dao ham riéng dén cap hai.
0’z

Ox’

0’z

B -
oy’

- 0x0y

; C

Ta goi A

>

M,

M, M,

Néu A=AC—B >0 thi ham s6 c6 cuc tri dia phuong tai M, .
+Néu A>0 thi ham s6 dat cyc tiéu dia phuong tai M,.
+Néu A<0 thi ham sd dat cuc dai dia phuong tai M,.

Néu A= AC-B* <0 thi ham sb khong dat cuc tr1 dia phuong tai M.

12



Néuy A=AC—B* =0 thi chua thé két luan gi vé su tOn tai cuc tri ctia ham sd tai
M,.
* Quy tic tim cwc tri ciia ham s 2 bién:

Buéc 1: Tinh dao ham riéng cép 1.

Buéc 2: Tim cac diém dimng bang cach giai hé 8;
Yo
Oy

Budre 3: Tinh gia tri cia dao ham riéng cap 2 tai cac diém dung. Gia st
M, (x,;,) 12 mot diém dimg.

a=2Lany 5-2L ony; =Ly,
ox Ox0y oy
Néu A=AC—B >0 thi ham s6 c6 cuc tri dia phuong tai M, .
+Néu 4>0 thi ham sd dat cuc tiéu dia phuong tai M,.
+Néu A<0 thi ham sd dat cuc dai dia phuong tai M,.

Néu A=AC- B <0 thi ham sb khong dat cuc tr1 dia phuong tai M, .

Néu A= AC—-B* =0 thi chua thé két luan gi vé su ton tai cuc tri ctia ham s tai
M,.

Vi du: Tim cac diém cuc tri ham sd sau z =x° + y* +12xp +1.
Bai gidi
Ham s6 xac dinh V(x;y) e R
Ta co:
0z

— =3x" +12y; a—Z:2y+12x.
ox oy

Xét hé
3x* +12y=0  [3x* +12(=6x)=0 [x*—24x=0,
= =
2y +12x=0 y=—6x y =-06x.
Ta c6 2 nghi¢m:
e x=0,y=0.

e x=24, y=-144.
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Ham s0 c6 2 diém dung P(0;0) va O(24;-144).

Ta co:
2 2 2
92 _6r, D21y, 82y
ox oxoy oy
+ V61 P(0;0):
2 2 2
Azﬁ—f(P):O;B: 0’z (P):lz;cza—f(P)zz.
ox Ox0y oy
Ta co:

A=AC-B*=0.2-12*=-144<0.
Vay ham sb khong dat cuc tri tai P (0;0).
+ Vi 0(24;-144):

A:a—zf(g):6.24=144; p=0* (©0)=12; cza—zf(Q):z.
ox oxoy oy
Ta co:
A=AC—B*=1442-12*=144> 0.
Ma A=144>0.

Vay ham s dat cuc tiéu dia phuong tai Q(24;-144) va gid tri cyc tiéu 1a
2(24,—144) =24 +(-144)> +12.24.(-144) +1=-6911.
1.2.2.2. Cuec tri ¢6 diéu kién
a, Bai toan
Tim cuec tri cia ham s6 u = f(x, y) voi diéu kién rang budc g(x, ) =0.

Dé giai bai toan nay, ta str dung phwong phdp nhén tir Lagrange:
Lap ham

F(x,y,4)= f(x,y)+Ag(x,)
trong 46 A 13 tham s6 chua xac dinh.
b, Piéu kién cin
Néu (x5, la diém cyc tri ctia ham sé u=f(x,)) véi diéu kién rang

bugc g(x,y)=0 thi (x,;y,) va 4, phai la nghi¢m ctua h¢ phuong trinh sau:
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OF 9 9
S (x,3,2) =0 i(x, )+ A% (x,y) =0,
ox ox ox

F ey =01 L)+ 2% (x, ) =0,
oy oy oy

OF 2(x,)=0.
—(x,y,4)=0

m( V,A)

¢, Piéu kign dii
Gia sur (x,;y,) va 4, langhiém cua hé trén, khi do vo1 x, y,,4, ta xét:
O’F O’F OF

e dxz+28x8dedy+ e ay”.

d*F =

0 0
Trong d6 dx,dy thdéa man hé thic 9 ax+ —gdy =0.
ox oy
Néu d°F <0 thi ham sd f(x,y) dat cuc dai c¢6 diéu kién tai (X0520)-

Néu d°F >0 thi ham s6 f(x,y) dat cuc tiéu co diéu kién tai (x,;y,).

Néu d*F =0 thi chua thé két luan dugc gi.

d, Vi du: Tim cuc tri cia ham z = xy véi diéu kién 2x + 3y—-5=0.

Bai giai
Ta co: F(x,y,A)=xy+A2x+3y-5).
Hé phuong trinh x4c dinh cac diém dimg c6 diéu kién
a—F(x, y,A)=0
Ox [ y+24=0,
z—F(x,y,l)zOQ x+34=0,
g 2x+3y—5=0.
g(x,y)=0
Giai hé trén ta duoc: ﬂ:—i;xzé;y:i
12 4 6
Bl

Kiém tra diéu kién du tai M(%;%) véi A=—
Dé dang tinh duge:  d’u = dxdy.

Do 2x+3y—5=0 suyra 2dx =-3dy hay dyz—%dx.

Thay vao (*)tacd d’u(M,A)= —%a’x2 <0.
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Vay ham s6 dat cuc dai tai M(é;é) vaz o= 2—5
4°6 24

1.2.3. Gia tri 16n nhat va nhé nhat ciia ham s6 mét bién

1.2.3.1. Dinh nghia

Cho ham sb y = f(x) xéac dinh trén mién D.
e SO M duge goi 1a gid tri 10n nhat cia ham s6 y = f(x) trén D néu:

f(x)SM,VxeD,
dx,eD: f(x,)=M.

Ki hi¢u: M =max f(x) hoic M = mgxf(x).

xeD
e SO m duge goi 1a gid tri nho nhét cia ham s6 y = f(x) trén D néu:
{f(x) >m,VxeD,
dx,eD: f(x,)=m.

Kihi€u: m = miglf(x) hodac m = mDinf(x).

1.2.3.2. Dinh li Weierstrass (Pinh ly gid tri Ién nhét — gid tri nhé nhat)
Néu f(x) 1a ham lién tuc trén mot doan dong [a;b] thi ham sO dat gia tri
16n nhit va gia tri nho nhét trén doan d6. Tuc 14 ton tai diém X, X, € [a;b] sao cho:
J(x)Sf(x)<f(x,),Vxe [a;b].
1.2.3.3. Quy tic tim gid tri I6n nhdt, gid tri nhé nhit
* Quy tic 1 (Str dung dinh nghia)
Gia st f xac dinh trén D c R. Ta co:

M =max f(x) &

xeD

f(x)<M,VvxeD,
dx,eD: f(x,)=M.

f(x)>m,VxeD,

" :Igll)lf(x) < {Elx0 eD: f(x,)=m.

e Quy tic 2 (Quy tic tim gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat cia ham sb
lién tuc trén mot doan)
Gia st ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a;b]. Khi d6, dé tim gia trj

16n nhat va gia tri nho nhat ctia ham £ trén doan [a;b] ta lam nhu sau:
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Buwéc 1: Tim cac diém x;;x,;...;x, thudc (a;0) sao cho tai d6 ham s6 f c6 dao

ham bang 0 hodc khong xac dinh.
Buwdc 2: Tinh f(x,); f(x,);...; f(x,); f(a); f ().

Budée 3: So sanh cac gid tri tim dugc. S6 16n nhét trong cac gia tri d6 1a gia tri
16n nhat ciia ham f trén doan [a;b] va sb nho nhat trong cac gia tri do la gia tri

nho nhét ciia ham f trén doan [a;b].

* Mot so luu pe

Quy téc trén chi duge st dung trong cac bai toan tim gia tri 16n nhat, gia
tri nho nhét ctia ham sb trén mot doan.

Dbi v6i bai toan tim gi tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham so trén mot
khoang (ntra khoang) thi ta phai tinh dao ham, 1ap bang bién thién ctia ham f
roi dua vao ndi dung cia bang bién thién dé suy ra gia tri 16n nhét, gia tri nho
nhit ciia ham £ trén khoang (ntra khoang) do.

Gia tri 16n nhét, gia tri nho nhat cua ham s6 trén mot khoang (nira khoang)
c6 thé khong ton tai.

Vi bai toan dat an phy ta phai tim diéu kién cta an phy.
x+1

Vx?+1

Vi du 1: Tim gié tri 10n nhat va gia tri nho nhit cua ham sb y=
trén doan [—1;2].
Bai giai

Ham s6 lién tuc véi moi x e R.

Xét ham sb y = trén doan [-1;2].

x*+1

Ta co:

X
’ \/xz 1 . l—x

V= = :
X' +1 (> + DV +1
Ye0o— 7% pex=l.
(2 + a2 +1
Xét tai cac diém:
_ 2+1 35
Ll SN, FEEI A M A

h=r——=0; ¥()=
ey JED +1 o VIP+1 V2241 S



Vay gia tri 16n nhat ctia ham sé y 1a +/2 khi x =1 va gia trj nho nhat ctia ham
s6 y 1a 0 khi x=—1.

 Quy tic 3 (Quy tic tim gia tri I6n nhit, gia tri nhé nhit cia ham sb
trén mot khoang)

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh va lién tuc trén (a;b).
* Phwong phdp:

Budre 1: Tim cac diém t6i han x, €(a;b), i =1,n.
Budc 2: Tinh cac gia tri f(x;) va A=1im f(x); B = lim f(x).
x—a® x—b”

Budére 3: Lap bang bién thién ctia ham sd trén (a;b).

Buéc 4: Dya vao bang bién thién dé két luan ham sb dat gia tri 16n nhat va gia
tri nho nht.

Vi du 2: Tim gi4 tri nho nhat ciia ham s6 y =x* —3x +1 trén khoang (0;2).
Bai giai
Ham s6 lién tuc trén khoang (0;2).
Ta co: y' =3x"-3.
Y =03x"-3=0< x=+1.
Vi ta dang xét ham s lién tuc trén khoang (0;2) nén ta loai gia tri x =—1.
Co  y)=T-3.1+1=-1.

Xét bang bién thién ctia ham s6 trén khoang (0;2)

0 1 2
Y - 0 +
] 3
y
-1

Vay trén khoang (0;2) ham sd y dat gid trj nho nhat 1a —1 khi x=1. Ham s6 y
khong co gia trj 16n nhat trén khoang (0;2).
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 Quy tic 4 (Quy tic tim diéu Kién ciia tham s6 dé ham so6 c6 gia tri l6n
nhit, gia tri nhé nhat thoa man diéu kién cho trwdc)

Cho ham s6 f(x) xac dinh va lién tuc trén doan [a;b].

* Phwong phdp (Chi ap dung cho mét sd bai toan dé dang tim duoc

nghiém cua y").
Budre 1: Tim cac diém t6i han x, €(a;b), i :1,_n.

Buwde 2: Tinh cac gia tri f(a); f(x,); £(x,);..; f(x,); f (D).
Budc 3: Lap bang bién thién va bién luan theo tham sb dé tim dugc gia tri lon
nhat, gia tri nho nhat ctia ham sd trén doan [a;b].
Buéc 4: Thay vao diéu kién bai cho dé tim m.
1.2.4. Gia trj 16n nhét, gia tri nhé nhat ciia ham sé hai bién
1.2.4.1. Dinh nghia
Cho ham s6 f(x,) xac dinh trén tap D e R”.
e Gia tri 16n nhat ctia ham s trén D 13 s M sao cho:
f(x,y)SM;Vx,yeD.
va ton tai (x45¥,) €D sao cho f(x,,y,)=M.
e Gia tri nho nhit cua ham sd trén D 1a s6 m sao cho:
f(x,y)=2m;Vx,yeD.
va ton tai (x,;,) €D sao cho f(x,,y,)=m.
1.2.4.2. Dinh li Weierstrass

Néu ham s f(x,y) lién tuc trén tdp dong va bi chin DeR? thi f dat
gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhat trén D.
1.2.4.3. Tinh chit

Ham s0 lién tuc trén mién dong va bi chan D thi chac chan c6 gia tri l6n
nhat va gia tri nho nhat trén mién D. Gia tri 16n nhat va gia tri nhoé nhat co thé
dat duoc tai:

o Diém cuc dai, cuc ti€u thudc mién trong cuia D (ndi diém).
o Hodc diém thudc bién cua mién (duong bién hoac gidi han).

1.2.4.4. Quy tiic fim gid tri I6n nhit — gid tri nhé nhdt ciia ham sé nhiéu bién
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Quy tic tim gid tri 10n nhat va nho nhit cia ham sd hai bién hoan toan
tuong ty nhu quy tic tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia ham s6 mot bién
lién tuc trén doan va c6 dao ham lién luc trong khoang (a;b).

Cho ham sb f(x,y) lién tuc trén tap dong va bi chin D e R’, kha vi tai
moi diém thudc mién trong cua D.

Buéc 1: Tim cac diém thudc mién trong.
i) Tinh cac dao ham riéng va tim cac diém t6i han thudc mién trong ctia D.
ii) Tinh gia tri ctia ham sb tai cac diém do.

Bwére 2: Tim cuc tri trén bién.

Néu bién 12 mot duong (vi du nhu dudng thang, duong tron) dung phép
thé tham s6 hodc rang budc dé dua vé ham 1 bién roi tim cuc tri.

Hoic dung phuong phap Lagrange néu c6 rang budc dang g(x, y) =0.

Buéc 3: So sanh tat ca cac gid tri tim dugc — Chon duoc gia tri 10n nhat, gia tri
nho nht.

Chu y: Quy tac dugc md rong tuong tu cho cac ham so6 3 bién, ham s6 4 bién,...
Vidu 3: Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat ciia ham s6

f(x,p) =x’ +y2 —4x+2y trén mién Dz{(x,y)‘x2 +° 34}. y

Bai gidi 2
* Tim cac diém thudc mién trong: / \
NED%

X
Ta co: D
gsz—4; %=2y+2.
ox oy
¥,
o ox 2x—4=0 x=2,
Xét hé: & &
%:0 2y+2=0 y=-1
oy

Kiém tra x>+ y* =2% +(-1)> =5>4 suy ra diém nay khong thudc mién trong ctia
D.

* Tim cyec tri trén bién x° + y* =4

bat x =2cost, y=2sint voi t e [0;27[] khi do:

g(t)= f(2cost,2sint) =4 —8cost +4sint, t €[ 0;27].
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Lai cé:

g'(t) =8sint + 4cost.
g'(t)=0<8sint+4cost =0 < 2sint +cost =0 < tant = —%.
Céc nghiém (cach nhau 7 ) cho ta 2 diém trén vong tron:

: 1
+ Vo1 ¢ = arctan(—a}

2 . 1
COSf] :ﬁ’ Sll’ll‘l :_ﬁ'
2
Vay x, =2cost, =—=, y, =2sint, =——=.
‘ \/— 1 \/g
+Véit, =t +x:
2 .
COSlL2 = _ﬁj SlIllL2 = ﬁ

4 2
Vay x, =2cost, =——, y, =2sint, =—.
2 1 \/g 2 1 \/g
Tinh gid tri f tai hai diém:
g(t)=4—-8cost +4sint.
1

+ V61 cost, =—, :——:
f(x y)—4—8-i+4-(—iJ—4—4J§
v J5 J5 '
+ Vi cost -2 sint _ 1
oJsT 5
2 1
X,,p,)=4-8-| ——=|+4.| /= |=4+4+5.
rsr=s-s - Jeo
Vay gia tri 16n nhat cua ham sd f(x,y) 1a 4+445 tal( %,%} va gia tri nhé

nhat ctia ham sd f(x,y) 12 4—4/5 tai (

5%
Vi du 4: Tim gia tri 10n nhét va gia tri nho nhét ctia ham s6
f(x,y)=x"+xy+y* —3x-3y+5 trong mién D={03x£3;03ys2}.
Bai giai

* Xét trong mién cla D:U:{O<x<3;0<y<2}.
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Ta co: g:2x+y—3; %=x+2y—3. 7t

ox oy
o |2x+y-3=0 2x+y=3 x=1,
Xét hé: & &

x+2y-3=0 x+2y=3 y=1. -

, : 0 g
Ham s6 c6 1 diém dung trong U la:
MO = f(M)=1+1.1+1"-3-3+5=2.

* Xét trém bién cua D:
+Bién x=0;0<y<2; £(0,y)=0+0+)"-0-3y+5=3> -3y +5 thi:
fy=2y-3.
fy':O<:>2y—3=O<:>y=%.

X¢ét tai cac diem:

f(o,%):(%j —3(%)+5:%;f(0,0):5; £(0,2)=4—-6+5=3.

+Bién x=3;0<y<2; f(3,y)=y"+5 thi:

/=2y
'=02y=0y=0.
/s y y

Xét tai cac diém:
f£(3,0)=5; f(3,2)=4+5=09.
+Bién y=0; 0<x<3; f(x,0)=x"—3x+5 thi:
fl=2x-3.
fx':0<:>2x—3=0<:>x:%.

Xét tai cac diém:

f{i,oj{éj —3(Ej+5:%—2+5:%;f(O,O):S; £(3,0)=5.

2 2 2 2
+Bién y=2;0<x<3; f(x,2)=x>+2x+4-3x—6+5=x" —x+3 thi:
fl=2x-1.

fx':O<:>2x—1=0<:>x=%.

X¢&t tai cac diém:
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1 1Y 1 11 . ~
f(zgjz(gj-—5+3=2711Q2y_11112y_9

Vay gia tri 16n nhat cia ham s6 f(x,y) 13 9 tai diém (3;2) va gia tri nho nhat

ciia ham s6 f(x,y) 1a 2 tai diém (L;1).
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KET LUAN CHUONG 1
Trong chuong 1, d3 trinh bay hé thong cac kién thirc vé dao ham: dinh
nghia, y nghia cia dao ham cua ham s6 mot bién, dao ham riéng cua ham )
nhiéu bién, cac khai niém vé cyc tri, gia tri 16n nhét, nho nhit ctia ham sd mot
bién va ham sb nhiéu bién. Bén canh d6, trinh bay cac dinh 1y, cac quy tic tim
cuc tri va gia tri 1on nhat, nhé nhét cia ham sé mot bién va ham sb nhiéu bién.
Day 1 nhitng ndi dung lién quan truc tiép dén muc tiéu va ndi dung nghién ciru

cua dé tai; l1a co s dé giai quyét cac bai toan trong chuong 2.
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CHUONG 2: UNG DUNG PAO HAM PE TiM CUC TRI HAM SO VA GIA
TRI LON NHAT, NHO NHAT
2.1. Tim cwe tri va gia tri 16n nhit, gia tri nhé nhat ciia ham s6 mdt bién
2.1.1. Phwong phap khio sat truc tiép ham s6
2.1.1.1. Phwong phdp khdo sdt ham sé
La phuong phép giai truc tiép cac ham sb theo 1y thuyét di trinh bay &
chuong 1. Sau day la cac bai toan phuc tap hon.
2.1.1.2. Cac bai todn

Bai 1. Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nhdé nhat cia ham so6

2
y=l+x+1-x +%.
Bai giai
Piéu kién xéac dinh: —1< x<1.

Ta co:

1 1 +£_\/l—x—\/l+x+x\/1—x2
Y o dltx 2l-x 2 21— 22 '

y=0l-x—l+x+xy1-x2=0
@xm=\h+x—\/l—x
e l-x)=2-2d1-x%. (1)
Pt £ =1 —x2 voi 0<r<1.

Str=l-x><x*=1-¢.

Khi dé (1) tré thanh:

(1-£)F =2-2
e(1-£)F-2+2t=0

1-1)(1+¢)* =2(1-1)=0
1-)[ (1+£) =2]=0

1-t=0
P+f-2=0"

= (
!
& t=1.

X¢ét tai cac diem:
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1 1
YED=V2 o p0)=2 y()=V2 4
Vay gia tri 16n nhat cia ham s y 1a 2 khi x =0 va gi4 tri nho nhét cia ham sb
y1a \/§+% khi x ==I.

x2-5x+6

Bai 2. Tim gia tri 16n nhit va gia tri nho nhat cia ham sé y = (x —1)e *!
trén doan [2;3].

Bai giai
Ham sb d3 lién tuc trén doan [2;3].

Ta co:

= e ¥ =0

Vix=-1¢ [2;3] nén ta loai x =—1.
Xét tai cac diém: y(2)=1; y(3)=2.
Vay gia tri 16n nhat cia ham s6 y 14 2 khi x=3 va gi4 tri nho nhat ciia ham s
yl1alkhi x=2.

Bai 3. Tim gia tri 16n nhat va gi4 tri nho nhat cia ham s6 y = ‘x3 - 3x‘ trén
doan —2<x<1.

Bai giai
Ta co:
5 ' —3x khi x’=3x>0,
y= ‘x — 3x‘ =

3x—x> khi x*=3x<0.
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—\/ESxSO,
Xétham: y, =x’ —3x véi
x=+/3
y =3x%-3.
r__ 2 _ le’
»=03x"-3=0&
x=-1.

Loai x=1 do x¢|:—\/§;0:|u|:\/§;+00).

X
y;:0<:>3—3x220<:>{
x=-1.

Loai x=-1 do xe(—w;—\/g)u[o;\/g].
Vay y'=0 khi x=1,x=-1.

D@ thiy )’ khong xac dinh tai x=0,x = —\/g,x = 3.

Trén khoang (-2,1) ham s6 c¢6 3 diém ding 13 x =—/3,x=-1,x=0.

Xét tai cac diém:

VD=2 y (=0 (D=2 y0)=0; y)=2.
Vay gia tri I6n nhat cua y 1a 2 khi x =-2,x =—-1,x =1 va gia tri nho nhat cia y

14 0 khi x=0,x=—/3.
Bai 4. Tim cyc trj ctia ham s& f(x) =sin” x + cos* x.
Bai gidi
Taco: f'(x)=4sin’ xcosx —4cos’ sin x = 4sin xcos x(sin”— cos” x)
_ 4.sin 2x
f(x)=0 —sindx=0=4x=kn (keZ)

(—cos2x)=—-2sin2xcos2x = —sin4x.

S x= liTﬁ (k eZ).
f"(x)=—4cos4x.
n k7
= () =41
Véi k chan = f"(x) <0.
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Véi k 1€ = £7(x)>0.
Vé6i k chin :>x:k77[ (keZ) va f(x)=1.

1

) T krn
Véiklé =>x=—+— (keZ) va =
1klée =x PR (keZ) va f(x) 5

Vay gia tri cuc dai ciia ham sé f(x) 1a 1 khi x = I%Z (k € Z) va gia tri cuc tiéu

ctia ham s f(x) la % khi x=%+k7ﬂ (k e 7).

2.1.1.3. Bai todan tw luyén

Bai 1. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nhdé nhat cua ham s6 y =sinSx + cos5x véi

Tex<t
4 4
i i . x*3x+2
Bai 2. Tim gia tri l6n nhat va gid tri nhd nhat cia ham s6 y =(x+2)e *' trén
doan [2;5].
Bai 3. Tim gid trj 16n nhat va gia trj nho nhét ciia ham sb y =[x’ ~5x+6| trén
doan [3;5].

Bai 4. Tim gi4 tri 16n nhat va gié tri nho nhét ciia ham sd y =vx+1+~/x 3.
Bai 5. Tim gia tri 16n nhét va gi4 tri nho nhat cia ham sd

y:\/x2+x+1—\/x2—x+1 trén doan [2;3].

2.1.2. Phuong phap dit an s6 phu

Trong nhiéu truong hop, viéc tinh dao ham, tim céc diém t&i han, hodc
xét dau cua dao ham cua ham s6 di cho gay khé khin trong qua trinh 1am bai.
Khi d6 ta c6 thé dat an phu dé dua vé bai toan don gian hon.

Quy trinh thuc hién duoc tien hanh qua cdc buoc sau:
Buée 1: it an phu, diéu kién xéac dinh cua an phu.
Bwéc 2: Biéu dién ham sb di cho theo an phu.
Budce 3: Giai bai todn tim cyc tri hodc gia tri lon nht, gia tri nho nhét ctia ham
s6 theo an phu.
Buéc 4: Két luan veé bai toan ban dau.
2.1.2.1. Cac bai todn
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IWl=x* + 1+ x> +1=x% +3

Bai 1. Cho ham s y= NN
+x° +Nl=x" +

. Tim gi4 tri 16n

nhat va gia tri nhd nhat cia ham so.
Bai giai

biéu kién xac dinh: -1<x<1.

Pit r=\1+x2 +y1-x2 = 21—x* =2 - 2.

¥ X x(\/l—xz—\/l+x2)
:\/1+x2_\/1—x2: \/1—)c4 .

t':O<:>x(\/1—x2—\/1+x2):O<:>x:0.

t

Bang bién thién
x| -1 0 1
t' - 0 +

Tir bang bién thién =2 <¢<2.

Vay ham sb da cho tr thanh:
2
y:t il Vo1 te[\/z;Z].

t+1
, P+ .. -
V= (t+1)2 > 0 voi te[\/E,Z].
Ham s6 ludn ting trén [ﬁ;z].
Xét tai cac diém: y(\/f):Z\/E—l; y(2)=;

s 1z A 5 \ A \ 7 . \ .7 . 9 A ” \ A
Nén gié tri 16n nhat cia ham s6 y 1a 3 khi #=2 va gia tri nhd nhat cia ham s6

y 1a 24/2 =1 khi £ =+/2.
Vé6i t=2 thi x=0.
Véi t=+/2 thi x=1.
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L4 s 1z A 5 \ A \ 7 . \ 4 . 5 A 5 \ A

Vay gia tri 16n nhat cia ham s6 y 1a 3 khi x =0 va gia tri nho nhat cia ham s6
y 1a 24/2 —1 khi x=1.

Bai 2. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia ham s

y=\/x+1 —\/3—x—\/(x+1)(3—x).

Bai gii

Piéu kién x4c dinh: —1<x <3.

Dit r=Jx+1-B-x=r=4-2J(x+1)(3-x)
N C T i

Vi’ =4-2(x+1)(3-x) <4,Vxe[-1;3]

:>te[—2;2].
. 4-£ P
Khi d6 yoi-2 Lo
2 2
Ta co: y=t+l.

V=0ot+1=0ct=-1.
Xét tai cac diém:
YD) =25 y(-D) =01 y2)=2.
Nén gia tri 16n nhat cia ham s6 y 1a 2 khi #=2 va gia tri nhé nhat cua ham so
y I ‘75 khi r=—1.
Voi t=2 thi x=3.
Véi t =—1 thi le—g.

Vay gia tri 16n nhat cia ham s6 y 1a 2 khi x =3 va gia tri nho nhat ciia ham s
L5 7

y la — khi x:1—£.

2 2 4 14 14

Bai 3: Tinh gid tri l6n nhat va gid tri nhdé nhat cia ham s6 sau:
y :‘1+25in3x‘+‘1+2cos3x‘.

Bai giai

Diéu kién x4c dinh D R. Ta co y 20 nén y dat gia tri nho nhat va gia tri lon

nhat thi y* cling dat gia tri nho nhat va gia tri 16n nhat.
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Tacd: y* =6+4(sin3x +cos3x) +2|(1+2sin3x)(1+2cos3x)
=6+ 4(sin3x +cos3x) + 2‘1 +2(sin3x + cos3x) + 2sin6x‘.

bat t =sin3x + cos3x,—/2 Stﬁx/z.
= t*> = (sin3x + cos 3x)’

& 17 =sin?3x + 2sin3xcos3x + cos’ 3x
<t =1+sin6x

& sinbx =12 —1.

Lic do: Y = f(t)=6+4t+2f1+2t+2(¢ -1)
:6+4t+2\2z2+2t—1\.
_t:—l—\/i
Ta c6: 26 +2f—1=0 < t:—lfﬁe [—2542]
I 2

Do dé: f(t)=6+4t+2[26* + 2t -

4t2+8t+4,te{—ﬁ;_l_ﬁ}u{ﬁ_l;«/i}

2 2
—4t2+8,te[_ _ﬁ;ﬁ_l
2
Dat f()=41>+8¢+4 véi ze{—ﬁ;_l;\ﬂu{%; \/2_}.
S(t)=8t+8.
[(H)=0=8t+8=0<=1t=—1.
f,@)=—4*+8 véi te _1_\/5;\/5_1 :
2 2
f,(t)=-8t.
f£()=0=-8t=0<1=0.
Vay f'(1)=0 khi t=—1,¢=0.
D& thdy f'(¢) khong xé4c dinh tai t:_l;ﬁ,t:%-
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Trén khoang (—\/5 2 ) ham sb c6 4 diém dimg

~1-+3 V-1

t=—1t=0t=—".
2 2

Tacod: [f(—/2)=12-8/2; [ 3~ 1] 4-23; f(-1)=4; f(0)=8;

[ =

(I 1] 4+23; f(N2)=12+8V2.

. 2 ,
Do d6 gia tri nho nhat cua f(r) 1a 4- 243 = (\/5 — 1) va gia tri 16n nhat cua

£ 18 12+8V2=(22 +2) .

Vay gia tri nho nhét cia y* 1a (\/5 —1)* nén gia tri nho nhat cta ham sd y1a
J3 -1 va gia tri 16n nhat ctia »* 13 (2+/2 +2)? nén gia tri 16n nhét cia ham sb
yla 242 +2.

2.1.2.2. Bai toan tu luyén

Vx+14+203-x+1
2Vx+1+3-x+1
x/x+2+\/6—x

Jx+2+206—x

Bai 1. Tim gi4 tri 16n nhét, gia tri nho nhat ciia ham sd y=

Bai 2. Tim gia tri lon nhat, gia tri nho nhét ctia ham sb y=
Bai 3. Tim gia tri 16n nhit va gia tri nho nhat ciia ham sd
3\/4 X +\/2+x +\/2 x? +1

\/ 2+x° + \/ 2—-x"+1
Bai 4. Tim gia tri 16n nhat va gid tri nho nhit cia ham sd

y=c0s’ x+———+cosx+

cos” x COS X
Bai 5. Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nhd nhat cia ham so6
sin” x|cos x|+ cos x‘smx‘

y =
[sin x| +|cos x]

Bai 6. Tim gia tri 16n nhat va gi4 tri nho nhit cia ham sd

y=vx+3-V3-x—J(x+3)3-x).

2.2. Tim cwe tri va gia tri 16n nhit, gia tri nhé nhat ciia ham so hoic biéu
thirc nhiéu bién

2.2.1. Phwong phap khio sat trwc tiép ham so

2.2.1.1. Phwong phdp khdo sdt truc tiép ham so
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La phuong phép giai truc tiép cac ham so theo 1y thuyét di trinh bay ¢
chuong 1.

2.2.1.2. Cdc bai toan

Bai 1. Tim cuc tri dia phuong ctia ham sé u = f(x, y) = x* +3xy* —30x —18y.

Bai giai
Ta co:
0
l=3x2+3y2—30; @:6)9/—18.
ox oy
2 2 — 2 2:
Xét he: 3x“+3y" =30 O<:> x +y =10
6xy—18=0 xy=3
9
x +y° =10 —2+y2:10, (1
= 3 & Y
X=— x—i
d y
Giai (1) ta co:
%+y2=10
y
<9+y*'=10y°
[y=—1=x=-3,
=-3=x=-1,
9 10" +9=0< 4
y=3=>x=1,
| y=l=>x=3.

Vay ham s6 u c6 4 diém dimg P(-3;-1), B(-1;-3), B(1;3), P,(3;1).

Ta co:
2 2 2
a{=6x; af:6y; a12[:6x.
ox Ox0y oy
+ Tai B(-3;-1):
2 2 2
a=2Lmy=-18, =L (p)=-6; c=LL(p)=-13.
ox Ox0y oy
Ta co: A=AC—- B> =(-18).(-18) - (-6)* =288 > 0.

Vi A>0,4<0 nén ham s6 dat cyc dai dia phuong tai P(-3;—1) va co6 gia tri

cuc dai la 72.

+ Tai P,(-1;-3):
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2 2 2

4=2Lpy=—6; B=LL(py=-15 c=ZL(p)=-6
Ox Ox0y oy

Ta co: A=AC—B* =(=6).(-6)— (-18)* =288 < 0.

Vay ham ) khong dat cuc tri dia phuong tai P (—1;-3).

+ Tai B(1;3):

2 2 2
Aza{(}g)=6; B= 6f(f§):18; C:a{(};):a
ox OxOy oy
Ta co: A=AC—-B>=6.6—18 =-288<0.

Vay ham $6 khong dat cuc tri dia phuong tai B (1;3).
+ Tai B(3;1):
2 2 2
4=2Lpy=18 8=2L(p)=6; c=LLp)-=1s.
ox Ox0y oy
Ta c6: A=AC—-B*=18.18- 6" = 288> 0.

Vi A>0,4>0 nén ham sb dat cuc tiéu dia phuong tai P,(3;1) va co gia tri cuc
tiéu la —72.

Bai 2. Tim cyc tri dia phuong ctia ham s u =f(x,y) =x"+ " +2(x - y).

Bai giai
%)
Ta co: i:4x3+4x—4y; @:4y3—4x+4y.
ox oy

3 — = 3 — =
Xét he: {4x +4x—4y O@{x +x—y=0, (1)

4y —4x+4y=0 Y —x+y=0. (2)

Lay phuong trinh (1) trir di phuong trinh (2) ta duoc:
XH+x—y—y +x-y=0

&SxX -y +2x-2y=0

&S (x—y)x +xy+y?)+2(x— ) =0

S X=X +xp+y°+2)=0
x—y=0 V=X,
< 2 2 _ = 2 2 _
X +xy+y +2=0 X +xy+y +2=0.
Thay y =x vao x +x—y=0 ta duoc:
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X +x—x=0=x=0.
Vi x =0 thi y=0.

Vay ham sb ¢6 1 diém dung P(0;0).

Ta co:
2 2 2
af::12x2+4; o =—4; %:12y2+4.
Ox Ox0y oy
2 2 2
A:a ]:(P):4; B:ﬂ(P):—4; C:%(P):él.
ox Ox0y oy

Vi A= AC — B> =0 nén khong co su két luan gi vé sy ton tai cuc tri ctia ham sb.
Trong lan can P(0;0) ta thdy f(x,y)>0, vy ham sb dat cuc tiéu tai P(0;0).
Bai 3. Tim gi4 trj 16n nhit va gia tri nho nhat ciia ham sd

f(6y)=x"+)*—xy+x+y trong mién Dz{xSO, y<0, x+y2—3},

Bai giai
+ Xét mién trong cua D:
A
U={x<0,y<0,x+y>-3} d
Ta co: g:2x—y+l;@:2y—x+1.
ox y B >
-3 O
2x-y+1=0 =—1, X
Taxéthe: {7 ="
2y—-x+1=0 y=-1L. 3
. ) A
Vay ham s6 c6 1 diém dung trong U: M (—-1;-1) va f(M)=-1.

+ Xét trén bién cua D:

Trén doan OB: y=0,-3<x<0 thi
f(x,y)=x"+x.
fl=2x+1.
fx':0<:>2x+1=0<:>x:—%.

Xét tai cac diém:

f(—laoj=—i;f(—3,0)=6;f(0,0):O.

2
Trén doan OA: x=0,-3<y <0 thi
f)=y" +y.
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fi=2y+1.
fy':0<:>2y+1:0<:>y:—%.

Xét tai cac diém:
1

f(o —j . —%; £(0,-3)=6; £(0,0)=0.

2

Trén doan AB: y=-3—-x,-3<x<0 thi

f(,)=x"+(3-x) —=x(-3-x)+x-3—x

=3x>+9x+6.
fl=6x+9.

fx':0<:>6x+9=0<:>x:_73.

Xét tai cac diém:

f(‘—3 ‘—3}‘73; F(3,0)=6; £(0,-3)=6

272

Vay gia tri 16n nhat ctia ham s6 f (x, y) 1a 6 tai cac diém (-3;0), (0;—3) va gia

tri nho nhat cua ham s6 f'(x,y) 1a -1 tai diem (-1;-1).

Bai 4: Tim gid tri 10n nhat va gia tri nho nhit cua ham sb
f(x,y)=x"—y’ =3xp trong mién D={0Sx£2,—l£y§2}.

Bai giai

+ Xét mién trong cua D:

U={0<x<2,-1<y<2}.

of of

Taco: ——=3x"-3y; L =-3y"—3x.
ox 4 oy 4
2 _ 2 _
Xéthe: | >F 730=0 L) 0 my=0
~3y*-3x=0 —y*=x=0
: y=x
y=x
<:>{ \ = {xzo
-x —x=0
x=-1

x=0=y=0
=
x=—l=y=1

+ Xeét trén bién cua D:
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( Loai vi khong thudc mién trong cua D).
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Trén doan AB: y=-1,0<x<2 thi
f(x,y)=x"+3x+1.
f1=3x"+3.
f1=03x"+3=0< x> =-1 (Vo li).
Trén doan DC: y=2,0<x<2 thi
f(x,y)=x"—6x-8.

f1=3x"-6.
x=412,
x=—2.

Vi x=—2 khong théa man 0 < x <2 nén taloai x = 2.

f1=03x"-6=0=>

Xét tai cac diém:

f(2,2)==8-4V2; f(0,2)=-8; f(2,2)=—12.

Trén doan AD: x=0,-1<y <2 thi

f(xay):_y3'
fr==3y"
fy':O<:>—3y2=O<:>y:O.

Xét tai cac diém:
f(0,0):O, f(O,—l):l, f(0,2)=—8

Trén doan BC: x=2,-1<y <2 thi

[, y)=8-y"—6y.
fi==3y"-6.
fy'=0<:>—3y2—6=0:>y2:—2 (vo 1i).

Vay gia tri 16n nhat cia ham s6 f(x, y) 1a 1 tai diém (0;—1) va gia tri nho nhat

ctia ham s& £ (x,v) 1a ~8—4+/2 tai diém (v2;2).

Bai 5: Tim cyc tri ciia ham s6 u= f(x,y)=x*+)* —2x—2y+1 véi diéu kién

X +)’ —4=0.
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Bai gidi
Ta co: F(x,y,A)=x>+3" =2x =2y +1+ A(x* +y* - 4).

g:2x—2+2ﬂtx,@:2y—2+2/1x, g=x2+y2—4.
ox oy o4

.
2x-2+2Ax=0 [x(1+A4)=1 1+4

1
Xét hé 2y—2+42Ax=0<y(1+ ) =1 y:ﬁ
' +

2 2 _ 2 2
X +y" —4=0 x +y =4 x2+y2:4
= 1 =+ 1 =4
a+4) (d+4)
& 2 =4
1+ A1)
&2=4(1+2)
&2=4+81+41°
_l—_2+\/§
S | 2
2-\2
A, = .
L 2
H¢ c6 nghiém
/’11:_24_\/5 12:_2_\/53
2 b 2
odc
xlz\/z ) .xz_— 2,
yl:\/5 yz__\/z-

Ta co:

2 2 2
a]::2+2)L, of =0, a{:2+2/1.
ox OX0Oy oy

= d’F =(2+2A)dx” + 0dxdy + (2 +21)dy".

g(x,y)=0<:>x2+y2—4:O
= 2xdx+2ydy=0
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2
x*dx
2

= d’F =(2+20)dx” +(2+21)

2
X+
2

Vi 4, :# thi d2F[_2+\E] :(2+2._2;\5j2;2dx2 = 22dx* > 0.

2
22 2-32)_(,,,2=\2)2+42
2 2 2 2

2
—Q+2) 2V g

Véi A, = = 22dx* <0.

thi sz(

Voi A= 2 ;\/E thi sz(\/E,\/E) = 2/2dx* > 0 thi ham s6 c6 diéu kién dat cuc

2 _2\/5 thi

tidu tai M (v/2;7/2) va gid tri cuc tiéu 1a 5-4v2 5 v6i A=
d’F(—2,-2) = =2+/2dx" <0 thi ham 56 ¢6 diéu kién dat cyc dai tai
N(—ﬁ;—ﬁ) va gia tri cyc dai la 5+ 42 .

2.2.1.3. Bai toan tu luyén

Bai 1. Tim cuc tri dia phwong ctia ham sb u = f(x,y) =2x*+yt —x7—-2)"

Bai 2. Tim cuyc trj dja phuong ctia ham sd u = £ (x,y) =x*+ y* —2xy—y —1.

Bai 3. Tim gia tri 16n nhét va gia tri nho nhat cia ham s

u=f(x,y)=2x"+2y* —2x—-2y+3 trén mién D:{(x,y)eR‘x2 +y° 34}.

Bai 4. Tim gia tri 16n nhat, gi4 tri nhé nhat ctia ham s6
u=f(x,y)=x"+y*=3x—3y—1 trén mién Dz{(x,y) eR‘x2 +y? S9}.

Bai 5. Tim cuc tri cia ham s6 u=f(x,y)=6—4x—-3y v4i diéu kién
x> +y*=1.

2.2.2. Sir dung phép thé dwa vé ham s6 mét bién
2.2.2.1. Sir dung phép thé dwa vé ham sé mot bién

Trong giai tich nhiéu bién, viéc tim cuc tri va tim gia tri 1on nhét, nho
nhat cia ham sb nhiéu bién f(x,y) thudng phirc tap hon nhiéu so véi ham sé

mot bién. Mot trong nhing k¥ thuat duoc st dung dé don gian hoa bai toan 1a
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phwong phap thé, tic 13 tir didu kién rang budc clia bai toan di cho, tinh y theo
x (hodc tinh x theo y) roi thay vao ham sé f(x,y) dé duwa vé ham mot bién. Ta
cling c6 thé tinh x va y theo bién méi ¢ (phwong trinh tham sd) rdi thay vao ham
) f(x,») dé dua vé ham mot bién theo ¢ Khi d6, bai toan tim cuc tri va tim gia
tri 16n nhat, nho nhét cia ham sb nhiéu bién duoc dua vé bai toan tim cuc tri
hodc tim gid tri 16n nhat nhé nhat cia ham mot bién.

Quy trinh thuc hién phiong phdp thé dwoc tién hanh qua cdc buéc sau:
Budce 1: Tu mci)i lién h¢ gitra cac bién, rut bién nay theo bién kia va tim mién
xac dinh ctia moi bién.
Buéc 2: Thé vao ham sé nhiéu bién ban dau dé dua vé ham sb 1 bién.
Buréc 3: Giai bai toan tim cyc trj hodc gia tri 16n nhat, nho nhat doi véi ham mot
bién.
Bu6re 4: Két luan d6i v6i ham nhiéu bién ban dau.
2.2.2.2. Cac bai todan

Bail.Cho x>0,y >0 va x + y =1. Tim gia tri 16n nhit va gia tri nho
nhatcia u = (4x> +3y)(4y” + 3x) + 25xy.

Bai giai
To x+y=1,taco y=1 -xvadox>0,y>0 nénsuyra 0<x<I.
Khi do
u= (4x2 + 3)/)(4)/2 + 3x) + 25xy = [4)62 + 3(1 - x)}[4(1 — x)2 + 3x} + 25x(1 - x)
=(4x" +3-3x)(4—8x +4x” +3x) + 25x - 25x°
=16x" —32x +18x" — 2x+12.

Ta co:
u' =64x> —96x* +36x —2. i

1

x=—,

2
W =0 64x° —96x>+ 36x 220> | x= 2+4\/§,
2-3
X = .

I 4

Xét tai cac diém:

u(lJZZ_S; u[2+\/§)_191. u[z—\@j_m; u(0)=12; u (1 )=12.

2) 2 4 16°
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. . 25 1 .
Vay gia tri 1on nhat cua ham so u 1a > khi x=§, y=§ va gia tri nho nhat cua
o191 0 23 2443 243 2-43
hamsoula—6kh1x: 7 V=3 hodc x = T VST

Bai 2. Cho x>0, y>0va x+ y=2.Tim gi4 tri 16n nhat va gid tri nho

X +xy+y+x-3

nhat clia u =
3x—xy+1

Bai giai
T x+y=2=y=2-x.Do xZO,yZO:Mce[O;Z].
Khi do
u_x2+x(2—x)+(2—x)2+x—3_xz—x+1-
3x—x(2-x)+1 x> +x+1
, 2x* =2
UW=-———">73"
(x"+x+1)

u':0<:>2x2—2=0<:>{
Vi x:—le[0;2] nén ta loai x =-1.
Xét tai cac diém:
1 3
u(0)=L u()=—=; u2)==
(0)=L u(h==; u®)=>

2-43 _2+\/§
s Vg

Vay gia tri 16n nhat ctia ham s6 » 1a 1 khi x = va gié tri nho

nhat ctiia ham s u 1a % khi x=0,y=2.

I 1

R

Bai 3. Chox >0, y>0va x>+ »*=1. Tim gi tri nho nhat cta u =
Bai giai

bat x =cost, y =sint véi te(o;%).

Khi d6
1 1
U=—+—-
cos’t sin’t
u,_3cos2tsint 3costsin’t  3sint  3cost
cos’t sin’¢ cos’t sin't
Ta co:
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, 3sint  3cost 3sint  3cost 5 . 5 Vs
u=0—7F--"-—"—"F"=0&—=—"—Ccost=sint<>r= —
cos't sin't cos't sIn't 4
Bang bién thién
m m
i 2 2
u' - 0 +

Vay gi4 tri nhd nhit cia ham sé u 1a 442 khi x=y = %

Bai 4. Cho x>0,y>0 va x’+)°=1. Tim gia tri nho nhait cua
u=y(x+y).
Bai giai
. ) . V4
bit x =cost, y =sint voi te(O;Ej.
Khi @6
u =sint(cost +sint) =sinscost + sin ’t,

Ta co:
u' =cos’t —sin’t + 2sintcost = cos 2t + sin 2¢.

u'=0< c052t+sin2t=0<:>tan2t=—1<:>t=3?ﬂ-

Xét tai diém:
u (3—ﬂj =1,208.
8

Béng bién thién

u' - 0 +

1,208

Véi ¢ :3?” = x=0,38;y=0,92.
Vay gia tri nho nhat ctia ham sé » 13 1,208 khi x =0,38;y =0,92.
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Bai 5: Cho x>0, y>0 va x+y=1. Tim gia tri nho nhat cua

__ 7 Y
_\/1—x+\/l—y.

u

Bai giai

< : , . T
bit x = cos’ t,y= sin’t véi te (O;Ej.

Khi do
cos’t sin’ ¢ cos’t sin’t
Jl-cos’t 1-sin®t sint  cost
Ta co:
cos’ ¢ sin’¢
u'=-2c0st ————+2sint +—
sin” ¢ cos“t
3 -3
cos’ ¢ ) sin’ ¢
u'=0< -2cost ————+2sint + ——=0
Sin” ¢ cos ¢
3t . in*t s
S cost+———=2sint+ ——t=—
sin” ¢t cos” ¢ 4
X¢ét tai1 diem:
T
u(=) =+/2.
) 4
Béng bién thién
T T
x |0 2 2
7 _ O +
u
V2

Vay gia tri nhé nhat ciia ham s6 u 1a J2 khi x= y= %

2.2.2.3. Bai toan tu luyén

Bai 1. Cho x +y =2. Tim gia tri 16n nhét va gi tri nho nhat cia u=x" +y*.
Bai 2. Cho x>0,y>0 va x+y=1. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cta

u_x2+xy+y2—x—4

2x —xy+1
Bai 3. Cho 3 s6 x,y,z thoamin x+ y+2z=0 va x’+)*+z" =1. Tim gia tri
16n nhét va gia tri nho nhat cia u=x"+ )" +z°.

Bai4. Cho x>0,y >0 va x’ + )’ <2. Tim gid tri I6n nhat ciia u=x" + )".
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I 1

Xy

Bai 5. Chox >0, y>0va x*+ y*=1. Tim gi4 trj nho nhét cia u =

2.2.3. Pit an s6 phu dwa vé ham sé6 mjt bién
2.2.3.1. Dt dn sé phu dwa vé ham so6 mét bién

Trong qué trinh nghién clru cac bai toan cyc tri, nhiéu khi biéu thic can
khao sat co dang phire tap, kho ap dung truc tiép cac quy tic dao ham. Khi do,
phwong phap dit 4n s6 phu duoc str dung nham don gian hoa biéu thirc bang
cach dat mot phan biéu thirc bang mot 4n méi, gitip dua bai toan vé dang ham
mot bien.

Ouy trinh thiee hién phwong phdp ddt an phu dwoc tién hanh qua cdc
budc sau:
Buéc 1: Bat an phu, diéu kién xac dinh ctia an phu.
Buéc 2: Biéu dién ham sb theo an phu.
Budc 3: Giai bai toan tim gia tri 1on nhat, gia tri nho nhat cia ham sb theo an
phu.
Buéc 4: Két luan theo yéu cau bai toan.

2.2.3.2. Cac bai toan

Bai 1. Cho x,y la cac s6 thyc thoamin x+ y=—1va x’ + ) +xp=x+ y+1.

Xy

Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat ctia u = .
x+y+1

Bai giai
bitt=x+y=t#-l.

Taco: x>+ =(x+y)Y =2xy=t"-2xp. (1)
Thay (1) vao phuong trinh x* + y* + xy =x+ y +1 ta dugc:
1 =2xy+xy=t+1
StE-xy=t+1
Sxy=t—t—1.
Ap dung bat dang thirc Cauchy ta co:
(x+y)’>4xy V6i Vx,yeR

=>4 —t-1)
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=St >24t1 - 4t-4

=3t +4t+4>0

:>—%£t£2.
3
Thay t=x+ y,t’ —t—1=xy vao ham u=—220__ ta duoc:
x+y+l1
u:f(t):t il voi te[—%ﬂ},ti—l.
f,(t)_(2t—1)(t+1)—(t2—t—1)_2t2+2t—t—1—t2+t+1_ £ +2t
(t+1)° (t+1)° (t+1)

t
bf@):0c>ﬁ+2t:0¢>{

Vit=-2¢ [—%;2} nén ta loai ¢t =-2.

Xét tai cac diém :
rO=-t f(-3)-%i ro-3
’ 3) 37 3

L4 s 1z A 5 \ A \ 1 \ s . 5 A 5 \ A \
Vay gia tri 16n nhat cua ham s6 u 1a 3 va gia tri nhé nhat cia ham s6 u la—1.

Bai 2. Cho cac sb thuc duong x va y théamén x+ y =1. Tim gid tri

. 1 1
nho nhat cua u=———+—.
X+y  xy
Bai giai
1
Tacod x*+y’ =(x+y) -3xp(x+y)=1-3xy. Do d6 u = +—.
1-3xy xy

Theo bat dang thirc Cosi ta co: (x + y)* = 4xy, voi moi sb duong x, y.

1
bat t=xy vi (x+y)’ >4xy nén O<4xy£1:>0<xy£z.

: : 1

Vay bai toan tr¢ thanh: u = f(¢)= ! + Vieite (O;—}
1-3¢t ¢ 4

+

Vit=

3ij§¢(al

;— | nén taloai f =
4

+
o
.
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Lap bang bién thién cia ham sd f(¢) trén ¢ € (O;i}.

t 0 ﬂ 1
6 4
1@ - 0 +
8
4+2-/3

30

Vay gia tri nho nhat ciia ham () 1a 4+ 2+/3 khi t= T

Do d6 gi4 tri nho nhat ctia ham s6 u 13 4 +2+/3 khi

e 24331, [23-3 3
(x;3)= 5 3 ,2{1 3 B hoac
=l L 233 | 1f,, [243-3

P72 32 3 )

Bai 3. Cho cac sb thuc duwong x va y,z théamén x+ y+z<1. Tim gi4

: hd A 9 1 1 1
trinhd nhatcta u=x+y+z+—+—+—.
X y z

Bai giai

bat r =3/xyz.

Ap dung bat dang thirc Cosi cho 3 sé duong x, y,z ta co:

.11 1 1 3 3
X+y+z233/xyz =3t va —+—+—233—= =—.
X y z xyz  Jxyz

Khi dé
u=x+y+z+l+l+123t+§.
X y z t
Vi x,y,z 12 3 s6 thuc duong va 3 < x+ y+z<1 nén O<t£§.
Xét ham

f(t)=3t +§ Vol t € (0;%].

() =3-><0 véite| 0L
s 3
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Béng bién thién ctia ham s6 f(¢) =3¢ + 3 trén nira khoang (O;%}.
t

t |0 1

3

(@) -
+00

/(@)

10
Vay gia tri nho nhat ctia ham £(¢) 1a 10 khi t:% ma u > f(¢)=10.
Déu “="xayrakhi x=y=z :%.
Suy ra gia tri nho nhét ctia ham sé # 13 10 khi x=y=z =

man

1
(x+y)xy x>+ y* —xy. Tim gia tri 16n nhét cua u=—+

1
, 3
Bai 4. Cho hai s0 thuc khiac khong x,y va thda
1
Xy

Bai giai

+y=3S Y A ST ERIEY-
bat {x Y p voi diéu kién: S —4P>0 (*). Tr gia thiet = S, P #0.
Xy =

=S
Ta co: (x + y)xy =x"+y' —xy= (x + y)2 —3xy. Thay {x tY vao ta co:

xy=P
S2

SP=S*-3P< P= )
S+3

T diéu kién (¥), ta co:

S2—4P20<:>S2—4S >0 SZS1 >0
S+3 S+3

Q;;ZO@{SS— (1) (v6i S=0).

Khi d6, ham s6 tré thanh :

1 +L_x3+y3 B (x+y)(x2+y2—xy):(x+y)2xy C(x+y)

u= ; y3 — x3y3 - x3y3 x3y3 - x2y2
S* (S+3Y s o [S<-3,

=== =(7(S)), voi S thoa diéu kién
SR .
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Tacs: f(S)= S; 3 — f(S) = _% <0 va [SS<2—13,
Bang bién thién
t — 3 1 +00
1 : -
4
101 \ !

\ 0

Vay 0< f(S)<4 nén O<u<lé6.
Do dé gié trj 16n nhét cia  1a 16 khi va chi khi § = 1, P :i hay gi4 tri 16n

nhat cia u 1a 16 dat dugc khi va chi khi x =y =%.

Bai 5. Cho ba s6 thyc khong 4m x, y,z va théamin x+ y+z=23. Tim
gi tri 16n nhat clia u = (x2 —xy+y2Xy2 —yz+22Xz2 —Zx+x2)
Bai giai
Khong giam tong quét ta c6 thé gid sir: 0< x < y <z <3.

x(x—y)<0 Poxy+yt <y’
Taco: (=) & rowmy sy , khi d6 suy ra:
x(x—2)<0 x'—xz+z° <z’

uy'z?(y’ —yz+z)=yz [(y+z)2 —3yz]

K‘thopv"g'” thiét yrz=3 +z<x+y+ +2z<3
€ 01 gia thie =>y+z<=x z= z<3.
' 0<x<y<z<3 4 4

Mit khac, theo Bat dang thuc Cosi, lai c6: 24/yz <y+2z<3 nén suy ra
9
0<yz<—. (*
yzs ()
Do d6
9
u<y’z’(9-3yz),0< yz < "
bat t = yz.
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Xétham sb f (1) =91 -3¢t € [0; ﬂ
f(t)=18t-9¢".
t=0,
f'(t)=0<:>18t—9t2:0<:>L X

Xét tai cac diém:
9) 729
0)=0; f(2)=12; — |=—=11,39.
/(0) f(2) f(4} ”

Vay gia tri 16n nhat cia ham s6 £(¢) 1a 12 khi £=2 hay gia trj 16n nhit ciia ham

s6 u 12 12.
Bai 6. Cho céc sd thue duong X va y théaméan x° + y° = 2.Tim gia trj
16n nhit va gia tri nho nhat ciia u =2(x* + y*) —3xy.
Bai giai
Ta co:
u=2(x"+3)=3xy=2(x+ y)(x* —xy + y°) = 3xy =2(x + y)(2 — xp) — 3xy.

(x+y) =2

Tacod: xy= ,vi thé sau khi dat 7= x + y thi:

2 2
uny=22-L22 322 30643
2 2 2

= ((x+y)'<4=>-2<1<2,

+ 2
Ta co: x2+y22%

Xét ham sb u(z‘):—t3—%t2+6t+3 Vol —2<¢ <2,

Taco u'(t)=-3t> -3t +6.

u’(t):0<:>—3t2—3t+6:0<:{

Xét tai cac diém:
u(-2)=-7; u(l)= %; u2)=1.

Véi t=-2 thi x=y=-1.

1+43  1-43 -3 1443
2 “Ty Y '

;y=———hodc x
FET T 2

Vo1 ¢=1thi x=
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Vay gia tri nho nhat ciia ham s6 u 13 —7 khi x= y=—1 va gi4 tri 16n nhat cta

1+43 1-3, _ 1-V3  1+43
= ;Y = hoac x= S .
2 2 2 2

ham s6 u 1a — khi x
2.2.3.3. Bai toan tu luyén

Bai 1. Cho ba s6 thuc x,y,z va théa man x* + y* +z> =2. Tim gi tri 1on nhat
clau=x+y +z -3xyz

Bai 2. Cho «,y la cac s6 thyuc thoa man x* + 3> =1. Tim gia tri 16n nhat va gi4 tri

2
nhé nhat ctia = 25 ~0)
[+2xy+2y
Bai 3. Cho x,y la cic s thuc théa mén (x +y) +4xy>2. Tim gia tri nho nhat

cua u=3(x"+y" +x’y") = 2(x* +y*) +1.

Bai 4. Cho x,y,z 1a cic so thuc théa man x° + y° +2z° =1. Tim gié tri 16n nhat
va gia tri nho nhat clia u=x+ y+z + xy + yz + zx.
Bai 5. Cho x,y la cac sb thuc khong dong thoi bang 0 va théa man x+ y=1.
2 2
X
2 2 2 + 2y :
x+y y+1 x +1

Tim gié tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia u =

2.3. Mt s6 bai toan img dung

2.3.1. Bai toan cuec tri trong hinh hoc

Céc bai toan hinh hoc thudng quy vé viéc biéu dién mot dai luong hinh
hoc (dién tich, thé tich, khoang cach, d6 dai...) dudi dang ham s6 mot bién roi
tim cyc tri ciia ham nay.

2.3.1.1. Cdc buwéc gidi bai todn hinh hoc bang dao ham

Buéc 1: Xac dinh dai lugng can ti vu (dién tich, khoang cach, thé tich...).
Buéc 2: Biéu dién dai luong d6 dudi dang ham sé mot bién y = f(x) va tim tap
xac dinh hoac gidi han gié tri cua bién.

Buéc 3: Giai bai toan di véi ham mot bién y = f(x).

Budre 4: Két luan.

2.3.1.2. Mt 56 dang bai todn thwong gip

Bai 1. (THPT Ham Réng — Thanh Hoa 2025) Cho hinh vuéng c6 canh
bang 4 m, chinh giita c6 mot hinh vuéng dong tdm véi hinh vudng (xem hinh v&).
Biét rang bém tam giac t6 mau trén hinh 14 bon tam giac can. Ngudi ta can son
cho hinh vudng ¢ giira va bén tam gidc can trén, chi phi 13 900 nghin dong trén
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1m? . Hoi can bo ra it nhit bao nhiéu triéu dong (két qua lam tron dén hang phan

chuc)?
Bai giai

5. 96 M 4-2x E

D 4 (&

C

D

Piat AM =x (0<x<4)= ME =4—2x; MN =x~2; 2MQ*= ME *= (4—2x)>

Goi S tong dién tich cua hinh vudng & gifta va bon tam giac can nhd.

2 2
S:4.MQ + PO* =2MQ* + MN? = (4 —2x)’ +(x\/§) =6x" —16x+16.

S'=12x-16.

S’:O<:>12x—16:0<:>x:3.

Bang bién thién:
X 1 4 4
3
S’ - 0 +
S
16
3
16

T bang bién thién suy ra dién tich nhé nhéat S, = 3

16 0,9 =4,8 triéu dong.

Viy s tién tbi thiéu la 7 = 3
Bai 2. (THPT Ham Rong - Thanh Héa 2025) Mot 6ng chi nha mudn
lam mat cai thang ciru ho khi c6 nguy hiém xay ra. Ong ta muén 1am cai thang
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dé n6 dung dudi dat vuon qua hang rao twa vao ngdi nha (tham khao hinh vé).
V61 hang rao cao 2,4 mét dugce dat song song va cach burc tuong cua ngdi nha
mot khoang bang 1,5 mét. Chiéu dai ngan nhat cua ciy thang bao nhiéu centimet
(cm) dé né dtimg dudi dat vuon qua hang rao twa vao ngdi nha (lam tron dén
hang don vi)?

Bai giai

M

2,4m

o

A 1.6m H 'II
., 2 v e Akl 1s T
Goi goc hop bdi thang va mit dat 1a « (0 <a< Ej

Chiéu dai thang 1a BC = BM + MC.

. 2,4 : L5
Tam giac vuong MHB ¢6 BM =——. Tam giac vuéng MNC c6 MC = :
sina cosa
Khi d6 BC=BM + MC = 24 + L5

S CoSax

, 2.4 L5 )
Xéthamsd y=——+—— vii x E(O;zj.
SInNX COSX 2

. 3 -3
,  —2,4cosx 15sinx —2,4cos’x+1,5sin"x
sin® x cos’ x sin® xcos® x
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¥y =0 -2,4c08’ x+1,5sin’ x =0 < tan3x:?<:>tanx:i/§,

b

do xe (O;%) nén x ~0,863rad.

Ta c6 bang bién thién

Y 1o 0,863 z
2
y' - 0 +
y
5,47

Duya vao bang bién thién, ta thiy chiéu dai thang bé nhat xap xi 5,47m hay
547 cm.

Bai 3. (Sé Bic Ninh 2025) Mot duong day dién dugc ndi tir mot nha may
dién & A4 (ném tai bo bién 1a duong théng AB) dén mét hon dao C, khoang
cach ngan nhit tir ddo vé bo bién 1a doan BC dai 1km khoang cach tir B dén A
12 4km dugc minh hoa bang hinh vé& dudi day.

BEALRRRRIRUD TR

> [

B S A

Biét r?mg moi km day dién dat dudi nudce chi phi méat 5 000 USD, con dat duéi
dat chi phi mat 3 000 USD. Hoi diém S trén bo ciach A bao nhiéu dé khi mac
day dién tir 4 qua S rdi dén C c6 chi phi 12 it nhat?

Bai giai

bat SA=x vé1 0<x<4.
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Khi d6 BS =4—x vi CS =+ BC> + BS® =\[1+(4-x)’.

Chi phi lap dat day dién tir 4 dén S 1a P, =3000x.

Chi phi Iap dat day dién tir C dén S 1a P, =50004/1+ (4 — x)’.
Tong chi phi lap dat day dién la:

P =P + P, =3000x + 50001 + (4 — x)°.

Xét ham sé  /(x) =3000x + 5000+/1+ (4 — x)* trén khoang (0;4).
5000(4 — x)

\/x2—8x+17'
f(x)=05(4—x)=3Jx" —8x+17 <:>x:$.

Ta co: f'(x)=3000 -

Bang bién thién
X 0 13
4
f'(x) - 0 +
f(x)
16 000

Vay dé chi phi mac day dién 1a it nhat thi diém S cach 4 mot khoang 13

3 =3,25 km.
4

Bai 4. (THPT Chuyén Vinh Phuc 2025) Hai con tau 4 va B dang ¢
cing mot vi tuyén va cach nhau 6 hai 1i. Ca hai tau dong thoi cing khai hanh.
Tau A chay vé hudng Nam véi van téc 5 hai 1i/gid, con tau B chay vé vi tri
hién tai cia tdu 4 voi van toc 7 hai li/gio. Héi sau bao nhiéu gio thi khoang

cach gitra hai tau 1 bé nhat?
all
e
. ==
B, B
Y d

4\

>

.
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Bai giai
Giastbandiutiu 4 ovitri 4 vatau B & vitri B. Sau khoang thoi gian ¢
Taud di chuyén dugc quing duong 5¢ vé phia Nam dén vi tri 4.
Tau B di chuyén dugc quing dudng 7¢ dén vi tri B,.
Khoéng céach tur vi tri B, dénvitri 4 1a 6-71.

Ap dung dinh 1y Pytago ta c6:

d=AB, = f()=A(6-7t) +(5t) = 74"~ 841+ 36.
Pé khoang cach gitra hai tau nho nhét, thi ham sé g(7) = 74t* —84¢ + 36 dat gia
tri nho nhat.
Xét ham sb g(¢) = 74+ — 84t + 36.
g'(t) =148t —84.

g'(t)=0<:>148t—84=0<:>t=§—;.

Bang bién thién

t 21
—00 — +00
37
g'(®) — 0 +
g(1)
450
37

o a2 : : . .. 450 . 21 :
Vay thoi diém khoang céch gifra hai tau bé nhat la 37 khi t = 37 ~ 0,57 (gio).
Bai 5. (THPT Dién Chiu 5 - Nghé An 2025) Cho mot tdm bia hinh
vuong c6 canh 2m. Tu tam bia nay lam mot mo hinh kim ty thap Ai Cap, nguoi
ta cat bo bén tam gidc cAn bang nhau ¢ canh day 1a cac canh cta hinh vudng rdi
gap 18n va ghép lai thanh mot hinh chop tt giac déu.
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Thé tich cua mé hinh 16n nhit khi canh day ctia mé hinh bang %(m) voi

(a,b € Z;a,b nguyén td cing nhau). Tinh téng a* +b>?

Bai giai

Goi do dai canh day cua hinh chop 1a x(cm).

DoMN<1J=J§:>xe(0;J§).

Ta c6 OKzg;OA:Az—C:\E:SK:AKzﬁ—%

2 2
Do vay SO =+/SK*-0K* = \/{ 2_Ej —%z 2—2x.
Khi d6 thé tich khéi chép 1a: V = %xz V2 -+2x.

Xét f(x)z%xzxﬂ—\/zx voi xe(O;\/E).

1 4x(2 \/Ex)—\/zxz 8x—5x/§x2

"(x) =—| 2xy2 —~2x — = .
S {2 o 2\/ J 272 —2x 3(2\/2—J§x)

f(x)=0=8x-5V2x" =0 | 42

Béng bién thién
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X ﬂ N

1) + 0 -

0,267

J(x)

42

Ta thay thé tich ciia mé hinh 16n nhét khi canh day ctia mo hinh 13 x = -

Khiddo a=4,b=5=a’>+b*> =41.

Bai 6. (THPT Hljlng Vwong - Binh Thuzfl,n 2025) Mot tim kém hinh
vuong ABCD c6 canh bang 30cm. Nguoi ta gdp tam kém theo hai canh EF va
GH cho (,ién khi AD va Z%C trl‘mg,nhau nhu hinh VGNE bén dé duoc mot hinh lér}g
tru khuyét hai ddy. Khi thé tich khoi lang tru 16n nhat thi khoang cach tr 4 dén
miat phang EFGH bang albem  v6i a,b 1a cic sé nguyén duong. Tinh
T =a+2025b.

- L -
Bai giai

Thé tich khéi lang tru 13 V = BC.S ,,. = 30.SA.EG.

Theo gia thiét ta c6 2x <30=> x <15.

Ta c6 tam giac AAEG ¢6 dd dai canh 1a AE = AG =x (cm); EG =20—2x (cm)

nén dién tich la:

S=\/15(15—x)-(15—x)-[15—(20—2x)] :\/15(15—x)2 -(2x—15)

:(15_x)-,/15(2x—15) (cm®).
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Xétham sé f(x)=(15-x),/15(2x~15) véi 0<x <15,
Co: f'(x)=—{15(2x—15) +(15—x) 15 :

15(2x-15)

f(x)=0/15(2x-15) =(15-x) 1> & 2x-15=15-x < x=10.

J15(2x -15)

Bang bién thién
X 0 10 15
J'(x) + 0 -

o / \

Gia tri 16n nhat ciia thé tich dat dwoc khi va chi khi dién tich S, dat gia trj 16n
nhét khi d6 x =10.
10V3 _, A

Tam giac AEG déu canh nén d(A4,EG) = T

Do (AEG) vudng goc véi (EFGH) nén khoang cach tir 4 dén (EFGH) bang
do cao ké tir 4 dén EG.
a=>5

Vay d(4,EFGH)=5J3 = { — T =a +2025b = 6080.

Bai 7. Cho A4BC canh a. Nguoi ta dung mot hinh cht nhat MNPQ co6
canh MN nam trén BC, hai dinh P,Q theo thu tu nam trén hai canh AC va 4B
cua tam gidc. Xdac dinh vi tri cua diém M sao cho hinh chit nhat c6 dién tich 1én
nhat?

Bai giai
A
0 P
B M H N G



Goi H 14 trung diém ctia BC = BH = CH = %

bat BM =x (O<x<%}
Taco: MN =2MH =a—2x.

OM = BM .tan 60° = x+/3.
Dién tich hinh chit nhat MNPQ la:

S(x)=(a —2x).xx/§=ax\5—2\/§x2.
S'(x) =~/3(a —4x).

S'(x):O<:>\/§(a—4x):O<:>x:%.

Bang bién thién
N 0 a a
4 2
S'(x) + 0 _
V3,
—a
S(x) 8

Vay vi tri diém M 1a BM :% thi dién tich hinh chit nhét 16n nhét 1a %az (don
vi dién tich).

Bai 8. Tir tim bia hinh vudng canh 20cm ngudi ta cat & 4 gbéc boén hinh
vudng canh x roi gap lén dé tao thanh mot hop khong nép. Tim x dé thé tich
hop 14 16n nhat.

Bai gidi
Khi cat bén hinh vudng canh x (cm) ddy hop con lai 1a hinh vudng canh
20—2x (¢m) va chiéu cao 1a x (cm).

<0< x<10.

p—
20-2x>0

. N x>0 x>0
Khi d6 ta tim duoc di€u kién cua x la:
x<10

Thé tich cta hop la:
Vix)= x(20 — 2x)2 = x(400 — 80x + 4x*) = 4x” —80x” + 400x.
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Tinh dao ham:

V'(x) =12x* —160x +400.

x=10,
V'(x)=0<12x" —160x +400=0 < x—&
=3

Ta thay x =10 khong thoa mén diéu kién cia x nén ta loai.

Bang bién thién
x |0 1 10
3
f'(x) + 0 _
16000
27
f(x)
6000 10

Vay thé tich 16n nhat dat duogc 1a 1 cm® khi x = 3 cm.

2.3.1.5. Bai toan tu luyén

Bai 1. Tir | tdm ton hinh chit nhat co kich thude 13 a,b voi a,b > 0. Ngudi ta
cit bo 4 hinh vudng & 4 goc rdi go thanh 1 hinh chit nhat khong c6 nap. Hoi
canh cua hinh vudng cat di phai bang bao nhiéu dé hinh hop c6 thé tich 16n nhat?
Bai 2. (Cum Chuyén Mén Pak Lak 2025) Mt manh vuon hinh chit nhat co
dién tich 1000 m*, ngudi ta mudn m& rong thém 4 phﬁn dét sao cho tao thanh
hinh tron ngoai tiép manh vuon (Tham khao hinh v&). Biét tim cta hinh tron
trung v41 tam cua hinh chir nht. Tim dién tich nhé nhat S . cua 4 phan dat mé

rong. (1am tron dén hang don vi).
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Bai 3. (THPT L& Xoay - Vinh Phiic 2025) Mot nguoi cudi ngua xuét phat tir
A di &én C. Piém A4 nam trong ving dat uét nén van tdc cua ngua khi di trong
vung ndy 1a 12km/h. Piém C nam trong ving dat kho hon nén van toc cia
ngua khi di trong ving nay 1a 24km/ h. Hai phan dat nay giap nhau boi mot
duong thang d di qua trung diém caa AC va khoang cach tir 4 va C dén
duong thang nay déu bang 10 km.

A

Biét AC =5+/41km, thoi gian it nhat dé di tr 4 dén C 1a ¢ = "f (a,beN";a,b

nguyén td cung nhau). Tinh 7 =3a +5b?

Bai 4. Cho m6t tim nhom hinh vudng canh 13 ¢m. Nguoi ta cit & bon goc cia
tim nhom d6 bdn canh hinh vudng bang nhau mdi hinh vuéng c6 canh bang
a (cm), rodi gap tim nhém dé duoc mot hop khong nap. Tim x dé hop nhan
duoc c6 thé tich 16n nhit.

Bai 5. (Chuyén Phan Bdi Chau - Nghé An 2025) Nha thiy Hung cach bo bién
1km. MObi budi sang thay chay bo tir nha ra bo bién sau d6 chay doc bo bién
500m, r0i thay chay qua cho hai san dé 14y thirc 4n trong ngay, cudi cing thay
chay vé nha. Biét cho hai san cach bo bién 400m va cach nha thidy Hung 1km
tinh quing dudng ngin nhit ma thay Hung di chay trong mdi budi sang (don vi

m va lam tron dén hang don vi).

Nha

Cho

__________________________
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Bai 6. (S¢ Bic Ninh 2025) Hinh v& bén minh hoa mot man hinh BC ¢6 chiéu
cao 1,26 m duoc dat théng dimg va mép dudi cia man hinh cach mat dat mot

khoang BA=1,62 m. Mot chiéc dén quan sat man hinh dugc dat ¢ vi tri O trén

mat dat. Pé goc quan sat BOC 13 16n nhét thi d6 dai O4 bang bao nhiéu mét?

@)

Bai 7. Tir hinh vudng c6 canh bang 6 ngudi ta cit bo cac tam giac vudng can tao
thanh hinh t6 ddm nhu hinh v&. Sau d6 ngudi ta gap thanh hinh hdp chir nhat
khong nip. Thé tich 16n nhit ctua khdi hop bang?

Chu y:
Ludn kiém tra gidi han xac dinh cia bién (nhi€u bai toan cé diéu kién
hinh hoc rang budc).

Vi bai toan trén doan [a;b], can cht y gia tri tai hai dau mat.

Can tra 1oi béng hinh hoc sau khi tim ra cuc tri (toa do diém, d6 dai, dién
tich...).

2.3.2. Bai toan cuec tri trong vat li

Vit 1y 1a mon khoa hoc thuc nghiém, cac dinh luat, cong thurc vat 1y duoc
xay dung trén biéu thirc toan hoc cho phu hop véi két qua do dac, thi nghiém.
Pé xac dinh céac dai luong vat 1y, giai thich su thay doi cac dai luong vat 1y, giai
thich cac hién tuong vat 1y ta can van dung cac cong thirc todn hoc nhu cac ham
s6 cao cap, phép tinh dao ham, tich phan,...
2.3.2.1. Phuwong phap
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Bude 1: Tim hiéu yéu cau cua bai toan vat li. Xac dinh ham va dbi s6 cia ham
(6 day ddi s6 chinh 1 4n sb yéu cau cua bai toan). Lap luan ham sé y = f(x).
Budre 2: Dung dao ham dé giai bai toan ddi véi ham sé y = £ (x).

Bude 3: Két luan.

2.3.2.2. Cac bai todn

Bai 1. Mot chat diém chuyén dong theo quy ludt s =—¢> +9¢* +10¢ véi
f (gidy) 1a khoang thoi gian tinh tir luc vat bat dau chuyén dong va s (mét) 13
quang duong vat di dugc trong khoang thoi gian do. Hoi trong khoang thoi gian
10 giay, ké tur luc bit dau chuyén dong, van tdc 16n nhat cua vat dat duoc 1a bao
nhiéu (m/s)?

Bai giai
Ap dung cong thirc tinh dao ham ta c6:
v(t)=s'(t) = -3¢ +18¢ +10.
Xétham sé f(¢#) = -3¢ +18¢+10 trén doan [0;10].
Ta co: f'(t)y=—-6t+18
f(t)=0< —6t+18=0<1=3¢€[0;10].

Xét tai cac diém:

f(0)=10; f(3)=37;, f(10)=-110.
Viy van tc cta chuyén dong dat gia tri 10n nhat trong khoang 10s dau tién 1a
37m/s.

Bai 2. Mot vat phong thang dimg 1én trén (bd qua stc can khong khi) tir
d6 cao 5m véi van toc ban dau 39,2 m/s. Biét quy dao cao (mét) theo thdi gian
t (gidy) 1a h(t)=5+39,2t—4,9¢ voi ¢ > 0. Hoi vat dat d cao 16n nhét 1a bao
nhiéu va luc d6 dién ra thoi diém ¢ nao?

Bai gidi
Xétham sd  h(t)=5+39,2¢t—4,9¢ véi t > 0.
Ta co: h(t)=-9,8t+39,2.
W(it)=0-9,8t+39,2=0<1=4.

Béng bién thién
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10 4 + 00
h'(t) + 0 -

83,4
h(t) / \

Vay vat dat d6 cao 16n nhét 13 83,4 m tai thoi diém ¢ = 4s.

Bai 3. Cho mach di¢n xoay chiéu nhu hinh vé:

M L (&
A @ R ! /Idﬂ = —® B

Hiéu dién thé 2 dau doan mach 4B: u =85+/25sin1007¢ V;R=70 Q;r =80 Q

cudon day c6 L thay doi duoc, tu dién c6 C thay ddi duge. Piéu chinh

3 N, 2, . . 2 .2
L= > H r6i thay doi dién dung C. Tim dién dung C dé U,,, cuc ti€u?
7

Bai gidi
3 852

Taco: Z, =w.L =100r.—=150 Q; U =————=85 V.

27 \/5
Tong trd: Z =\|R* +(Z, = Zc); Zyy = 1> +(Z, = Z.)".
Khi d6
U UJr*+(Z,-Z.) r @, -Z.)
Uyy=17,,=—""2,,= 2 —=U. . -
Z JR+r+(Z,-2Z,) R+r)'+Z,~Z,)

Dit x=(Z, -Z.)* (x=0).

P 4(Z,-Z.) 80 +x 807 +x
YR+ +(Z, -7 (104807 1x 150 +x
=U,,=Uy
= U,,, cuc tiéu khi y dat gia tri nho nhét.

2
Khao sat ham y = 80 2+x .
150° + x
2 2
Lay dao ham r6i thu gon ' = LSOZ > 0.
(150° + x)
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Vi y'(x) >0 véi Vx>0, y 1a ham ting theo x. Do d6 y dat gi4 tri nho nhat tai
x=0.
Vé6i x=0=(Z,-Z.) ' =0Z7,=7,.=150 Q

1 1

=C=——=—-107(F).
Zoow 157

1 .
Vay khi dién dung C = F.IO_3 (F) thi U,,; cuc ticu.
T

Bai 4. Cho mach dién nhu hinh vé:

L na ©
A e— R Z«ﬁ—v—H—OB

1 ;
U,;= 200~/2 081007z V; R=100 Q; C=—10" F. Cudn ddy thun cam va

2r
c6 L thay doi. Tim do cam L dé U e cuc dai. Tinh gia tri cyc daicua U, ?
Bai giai
) 1
Taco: Z,=——=200Q.
w.C
+ Tong t16: Z = \R*+(Z, = Z.)* 3 Zy =\ R*+Z,°.
+ 122; U, = v :
Z zZ.'-27.7
C C—L
1+ 5 >
R +Z,
2
it y=142C ~ 22l
R +Z,

= U, cuc dai khi y dat gi4 tri nho nhat.

2Zc (ZL2 ~ZZ, - Rz)
(R*+Z,%)

Lay dao ham roi thu gon: y' =

y=02"-2.7,-R =0
& 7,2 -200Z, 100> =0

7, =241,42,
7, =—41,42.

Vi Z, 20 nén loai truong hgp Z, =—-41,42 Q.
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Bang bién thién

Lo1o 241,42 + 00

V' -~ 0 +

Y \ /
0,172

Tur bang bién thién: y_ =0,172 khi Z, =241,42 Q.
U 200

Suyra: U = = =482,2 V.
y AM max \/ymin \/0, 1 72
= é = 241,42 =0,768 H.
o 1007

Vay khi d6 cam L =0,768 H thi hi¢u dién thé doan AM c6 gia tri cuc dai la
482,2 V.
Bai 5. Mach RLC maic ndi tiép:

. . 2
Hiéu dién thé 2 dau doan mach u :120\/5 cosl00zt V;R=80 Q;L=— H, tu
T
dién co C thay ddi duoc. Thay doi dién dung C dé cong suét tiéu thu trén doan
mach cuc dai. Tim gia tri cuc dai cta cong suat?
Bai gidi

Tac: Z, =L =100z~ =200 Q; U = 12012

ﬂ J2

Tong tro: Z =|R* +(Z, - Z.)".

=120V.

Cong suét tiéu thu tén doan mach:
P U’R _ U’R
77 R+(Z,-7Z.)
bat x=Z. (x>0).
y=R*+(Z, - Z.)* =80° +(200 — x)* = x* — 400x + 46400

2
_ p_UR

y
— P cuc dai khi y dat gia tri nho nhat.
Khado sat: y =x" —400x + 46400.
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Lay dao ham : y' =2x—400.
Y =0 2x—400=0

< x =200.
Bang bién thién
Zc 0 200 + 00
V' - 0 +

T 6400 /

Tlr bang bién thién: y_ =6400 khi Z. =200 Q.

2 2
Suyra: P = UR_120°80 =180 W.
Vo 6400

min

Zew 2001007 2.10°x

Vay khi dién dung C = > 1)47[ F thi cong suét co gia tri cuc dai 1a 180W.

Bai 6. Mot mach nbi tiép gom: R =30Q, cudn diy co trd khang trong
r=10Q va d6 tu cam L =0,05H. Tu dién c6 dién dung C thay d6i. Ngudn cod
U =220V, f=60Hz. Dién ap hiéu dung trén day U, dat gia tri cyc dai khi nao?
Tinh gia tri cuc dai cua dién 4p hi¢u dung trén day U, va gia tri dién dung C
tuong ting?

Bai giai

Taco: w=2xf =27.60=1207x rad/s.

Z, =0.L =1207.0,05=671 Q.

U

JR+r+(Z,-Z.)
bién 4p hi€u dung trén cudn day:
UJr’*+Z,?
U =1y +2 = L
JR+rV +(2,-2,)
Xétham theo Z.: y, =(R+ rY+(Z,-Z.)

Dong trong mach: [ =
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U +2Z,
Sy, =N T4

Yz,
= U, cuc daikhi y, dat gid tri nho nhat.
Khao sat V., =R+ +(Z,-Z.)".

Lay dao ham ' =2(Z, - Z,).

V=02(Z,-2.)=07Z,=2Z.=61 Q.
Vay di¢n ap hi€u dung trén cudn day dat gid tri cuc dai khi diéu kién cong
huong gitra hai doan day thoa man.

Bang bién thién
Z

<10 67 + 0
Y - 0 +

’ \1600 /

UAlr’+Z,> 220410 +(67)
Suyra: U, . = = =117,36 V.
Y70 min /1600
Zoow 671207
Vay khi dién dung C=1,407. 10*F thi dién hiéu dung trén cudn day dat gia tri
cucdaila 117,36 V.
Bai 7. Dé giam nhiét do trong phong tir 28°C, mot hé théng lam mat

=1,407.10" F.

duoc phép hoat dong trong 10 phut. Goi T (don vi “C) la nhiét do phong & phut
tha ¢ duoc cho bdi cong thuc T =-0,0087° — 0,167 + 28 voi ¢ €[1;10]. Tim
nhiét do thap nhat trong phong dat duoc trong thoi gian 10 phit ké tir khi hé
thng 1am mat bat dau hoat dong?
Bai gidi
Xét ham sb T =—0,008" —0,16¢ + 28 véi Ve €[1;10].
T'=-0,024¢> - 0,16 < 0 v6i Vt €[1;10].
Suy ra T nghich bién trén [1;10].
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Vi T nghich bién trén doan dong, gia tri 16n nhat xay ra khi 7 =1 va nho nhat
xay ra khi ¢ =10.
Xét cac gia tri bién:
T(1)=-0,008—-0,16+28=27,832°C.
T(10)=-0,008.10° —0,16.10+28 =18,4°C.

Vay nhiét d6 thap nhat trong phong dat duoc 1 18,4 °C trong thoi gian 10 phut
ké tir khi hé thong 1am mat bat dau hoat dong.

Bai 8. Trong vit 1y, mot giao dong diéu hoa 1a dao dong c6 phuong trinhg
chuyén dong x(¢) = Acos(wt + @) trong d6 A 1a bién d6 ctia dao dong, w(rad/s)

1a tAn s6 goc, @(rad) 1a pha ban dau. Pong ning cuia mot vat 1 ning luong nd

2
s

co duoc tu chuyén dong cua n6 dugc xac dinh boi cong thuc W = %mv
v(t)(m/s) 1a van toc tai thoi diém ¢ (gidy). Gia si mot vat co khdi luong
m=200g dao dong diéu hoa v6i phuong trinh chuyén dong:
x= 40005( 20071 _g)cm, Khi d6 dong ning vat d6 dat gia tri 16n nhat bang bao
nhiéu? (Lam tron dén hang phan chuyc).
Bai gidi
Dé dong ning vat d6 dat gia tri 16n nhat thi v(¢r)(m/s) dat gia tri 16n nhat.
Khi dé ta co:
, 2\ : T
v(t)=(x(2)) = (40 cos(2007r - ng =-80007 sm(ZOOm‘ - Ej cm/s.

Tacé:  —80007 < () =—80007 sin(200m‘ - %) <80007.

Vay v(¢)(m/s) dat gia tri 10n nhat bang 87z (m/s).

Khi d6 dong ning 16n nhat cua vat 1a: W = %mv2 = %.0,2.(87[)2 ~ 63,2].

Bai 9. M4t nguon dién vai suat dién dong E va dién trg » dugce ndi voi
mot bién tré R nhu hinh v&. Véi gia tri ndo cua bién trd thi cong suat toa nhiét

trén toan mach s€ dat cuc dai?
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e m
-

R
Bai giai
2
Theo cong thirc cong suat toa nhiét ta co: P=RI* = voi R>0.
(R+7r)
2
Xéthamsd f(R) = RE = v6i R>0.
(R+7r)
2 p— pa—
Taco: f'(R)=E (R+7r) 2R§R+r) gt R3.
(R+7) (R+7)
f'(R)=0<R=r.
Bang bién thién
R 0 r + 0
J'(R) + 0 -
f(r)
W T
. E?
Tur bang bién thién suy ra: f(R)_ . =/f(r)= .
r

Vay bién tré' R = thi cong suat téa nhiét trén doan mach s& dat cyc dai.

2.3.2.3. Bai todn tw luyén

Bai 1. Mot vat chuyén dong theo quy ludt s=-26+12¢2+106—7 voi ¢ 1a
khoang thoi gian tinh tir lic bat ddu chuyén dong va s la quang duong vat di
duogc trong khoang thdi gian d6. Hoi trong khoang thoi gian 10 gidy, ké tir lac
bt dau chuyén dong, van tdc 16n nhat cua vat dat duge béng bao nhiéu?

Bai 2. Cho mach dién nhu hinh vé:
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. 1 .
U, = 200+/2 cos1007z¢ V. bién tr6 R=100Q ; cudén cam L :3—H, dién dung
T

C thay dbi dugc, von ké 1y tuong. Tim gia tri cta dién dung C dé von ké c6 sb
chi 16n nhat?

Bai 3. Cho mach dién khong phan nhanh R=40Q, cudn day c6 »=20Q va
L=0,0637H, tu dién c6 dién dung thay doi. Pat vao hai dau doan mach mot
dién ap xoay chiéu c6 f=50Hz va U=120V. Diéu chinh dién dung C dé
dién &p hi¢u dung hai dau cudn day dat gia tri cuc dai?

Bai 4. bat dién ap xoay chiéu c6 gia tri hi¢u dung 120V, tan s6 50Hz vao hai
dau doan mach méc nbi tiép gém dién trg thuan 3Q; cudn cam thuin c6 do tu
cam %H va tu dién co6 di¢n dung thay ddi duge. Diéu chinh dién dung cua tu
dién dé dién ap hiéu dung gitra hai dau cudn cam dat gia tri cyc dai?

Bai 5. Pé ting nhiét do trong phong tir 18°C, ngudi ta st dung cai may sudi
(may duogc phép hoat dong trong 9 phut). Goi 7' (don vi “C) 1a nhiét 6 phong &
phut th 11 duogc cho boi cong thirc T'=-0,0037" +0,9¢ +18 véi ¢ [1;12].
Tim nhiét 46 cao nhét trong phong dat dugc trong thoi gian 9 phut ké tir khi may
sudi bt dau hoat dong?

Bai 6. Néu mot dién tré R dugc ndi véi mdt dc-quy c6 suat dién dong £ va
2

dién tré trong r thi cong sudt tiéu thu trén dién tré R 1a P = trong do

R+7)

R,r duoc tinh bang 6m (Q), E duoc tinh bang von (V) va P duogc tinh bang
oat (W). Cho E =24V va r=4Q, con R bién thién thi cong suat P dat gia tri
cuc dai béng bao nhiéu W?
2.3.3. Bai to4n cuec tri trong kinh té
2.3.3.1. Co 56 Iy thuyét
* Dao ham va gid tri bién té trong kinh té
Cho md hinh ham s6 y = f (x), x va y la cac bién kinh té
x: bién ddc 1ap hay bién dau vao,

y: bién phu thudc hay bién dau ra.
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Trong quén tri kinh doanh, ching ta quan tdm dén xu huéng thay déi cta

y, khi x thay d6i mot luong nho.
. . A :
Véi dinh nghia dao ham trong toan co ban, ta c6: f'(x,) = gmo Ey khi

Ax @a nho, ta co thé viét:
&_ f(xo+Ax)_f(xo) ot
Ar Ax = f(x,)
S Ay = f(x) +Ax) = f(x,) = 1" (x,)Ax.
Khi Ax=1= Ay = f'(x,).

Vay dao ham biéu dién xap xi luong thay ddi cia bién sé y khi bién sb x
tang thém maot don vi.

Véi quan hé ham y = f(x), dé mo ta su thay d6i cta bién kinh té y, khi
bién kinh té x thay doi, ta goi f"(x,) 1a gi4 tri bién té y tai x, (con goi 1a bién té).

V6i mdi ham kinh té, ta c6 mot tén goi riéng.

Vi du:

- Vi ham doanh thu: TR = p.Q thi ‘;_7; dwoc goi 13 doanh thu bién .

- V&i ham chi phi: T7C = f(x), x: san lugng thi d;C = Zi: chi phi bién té.
RS X
dQ df

- V6iham san xuat: Q= f(L), L: lao dong thi ’a = T san luong bién té.

2.3.3.2. Mt 56 bai todn ting dung trong sin xudt kinh doanh
*Cdc bdi todn téi da héa lgi nhudn:

Bai 1. Mot cong ty san xuat mot san pham. Bo phan tai chinh ctia cong ty
dua ra ham gid ban 1a p(x)=1000— 25x, trong 46 p(x) (triéu dong) la gia ban
clia mdi san pham ma tai gia ban ndy c¢6 x san pham duoc ban ra. Tinh s6 doanh
thu dat gia tri 16n nhat, khi d6 c6 bao nhi€u sdn pham dugc ban ra ?

Bai giai

Theo gi thiét doanh thu ctia cong ty bang gia ban ctia mdi san pham nhan véi sd
san pham dugc ban ra.
Suy ra ham doanh thu cua cong ty 1a: f(x) =x.p(x).
Thay p(x)=1000—-25x ta co:

f(x) =x.p(x)=x(1000 - 25x) =—25x" +1000x.
Suy ra dao ham: f'(x)=-50x-+1000.

f'(x)=0< f'(x) =—50x+1000 < x = 20.
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Bang bién thién

x |0 20 40
J'(x) + 0 -

10 000
f(x)

Tacd f(x)=-25x>+1000x dat gia tri Ién nhat 1a 10 000 tai x = 20.
Vay doanh thu dat gia tri 16n nhat bang 10 ty dong, khi d6 c6 20 san pham dugc
ban ra.

Bai 2. Mot cong ty bat dong san c6 50 can ho cho thué. Biét rang néu cho
thué mdi can ho véi gia 2 000 000 ddng mdi thang thi moi can hd déu co ngudi
thué va cir mdi 1an ting gia cho thué mdi cin ho 100 000 ddng mdi thang thi co
thé 2 can ho bi bo trong. Mudn c6 thu nhap cao nhat, cong ty d6 phai cho thué
véi gid mdi cin ho 1a bao nhiéu?

Bai gidi
Goi x la gia cho thué thyc té ctia mdi can ho (x>2000000 déng).
S6 can ho cho thué dugc ing véi gia cho thué:
1 1
0- (x—2000OOO)=—
50000 50000
Goi F(x) 1a ham loi nhuén thu duoc khi cho thué cac cin hd (F(x): dong).

x+90.

Ta co: F(x)= —#x+90 X=- ! x” +90x.
50000 50000

x> +90x véi diéu kién

Bai toan trd thanh tim gid tri 10n nhat coa F(x)=—
50000

x=2000000.

F'(x)=-— x+90.
25000

x+90=0<x=2250000.

F'(x)=0< - 1
25000

Bang bién thién
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X 2000000 2250000 +00

F'(x) + 0 -

max

F(x)

Suy ra F(x) dat gia tri 16n nhat khi x =2 250 000.
Véy cong ty phai cho thué voi gia 2 250 000 ddng mdi can ho thi duge 13i 1on
nhat.

Bai 3. Cong ty du lich Star du dinh t6 chirc mot tua xuyén Viét. Cong ty
du dinh néu gi tua 14 2 triéu dong thi s& c6 khoang 150 ngudi tham gia. Dé kich
thich moi nguoi tham gia, cong ty quyét dinh giam gia va cir mdi lan giam gia
tua 100 ngan déng thi s& c6 thém 20 nguoi tham gia. Hoi cong ty phai ban gia
tua 13 bao nhiéu dé doanh thu tir tua xuyén Viét 1a 1on nhét.

Bai giai
Goi x (triéu ddng) 1a gia tua.
Gia di giam so v6i ban dau la: 2—x.
S6 ngudi tham gia ting thém néu gia ban x 1a:

(2-x)20
AT~ 400200

b

S6 nguoi s€ tham gia néu ban gia x 1a:

150 + (400 —200x) =550 - 220x .

Téng doanh thu la:
£(x) =x(550 - 200x) = —200x" + 550x .
f'(x)=-400x+550.
f'(x)=0<:>—400x+55020<:>x:1—81.
Bang bién thién
X 0 1?1 oo
f'(x) + 0 -

o | s T
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Dua vao bang bién thién ta thdy f(x) dat gi tri 16n nhat khi x = 1—81
Viy cong ty c‘e‘in dit gid tua 1 375 000 dong thi tong doanh thu s& cao nhat 1a
378 125 000 dong.

* Cdc bai todn déi da héa doanh thu:

Bai 1. (Dé thi tot nghiép THPT 2025) Néu mot doanh nghiép san xuat x
san pham trong mot thang (x eN';1<x<4 500) thi doanh thu khi ban hét s6 san

pham d6 13 F(x)=-0,01x> +400x (nghin dong), trong khi chi phi san xuét binh
A X 2 1s 30000 < aX ch o A
quan cho moi san pham la G(x)=——+270 (nghin dong). Gid s sO san
X
pham san xuét ra luén dugc ban hét thi trong mot thang, doanh nghiép can san
xuét it nhat bao nhiéu san phém dé 1gi nhuan thu duoc 16m hon 100 triéu déng?
Bai giai
Ta c¢6 ham loi nhudn P(x) voi P(x)>100 triéu dong:
P(x)=F(x)—xG(x)=-0,01x"+ 400x — (30000 + 270x)
=-0,01x" +130x —30000.
Xét ham:
H(x)=P(x)—100000=-0,01x*+130x — 130000.
Ta can tim nho nhéat x e N,1<x <4500 sao cho H(x)>0.

H'(x) =-0,02x +130.

H'(x)=0=-0,02x+130=0=>x = R 6500.
0,02
Bang bién thién
X —00 6 500 +00
H'(x) + 0 -
Hmax
H (x)
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Mién xét [1;4500] nam hoan toan bén trai 6 500, nén trén [1;4500] ham H déng
bién.

Do do:

Néu H (x,) =0 c6 nghiém thyc nho x, =1091,6731, thi moi x > x, trén mién sé
thoa H(x)> 0.

Vi x phai 12 s6 nguyén, s6 nguyén nhé nhat thoa 1a x =1092.

Bai 2. Hang keo K ¢6 ham cidu M =100 — P (M la san luong, P la gia ban)
va mot ham chi phi N=2M>+37M* -166M +50. Xac dinh M dé loi nhuan tdi
da.

Bai giai
Ta co:
M =100—-P hay P=100-M .
Tur d6 doanh thula 7= (lOO—M )M va ham lo1 nhuan la:

a=T—N=M(100—M)—Q2M’ +37M* —166M +50)
=—2M +36M* —66M —50.

4o Mty 7oM — 6.
dM
M =1,
99 M ETIM —66=0 <
dM M=11.
2
90 _ oy
d2
dj\;(l):—lz.1+72:60>0.
d’a

(D) =-12.11+72=-60<0.

T dd o datcuc daikhi M =11, ¢, =a(11)=918.

Bai 3. Mot doanh nghiép san xuat doc quyén mot loai san phém. Gia su
khi san xuat va ban hét x san pham d6 (0<x<2 000), téng sb tién doanh
nghiép thu duoc (don vi: chuc nghin dong) 1a f(x)=2000x—x* va tong chi phi
(don vi: chuc nghin dong) doanh nghiép chi ra 1a g(x)=x>+1440x+50 . Gia str

mirc thué phu thu trén mot don vi san pham ban dugc 1a ¢ (chuc nghin dong)
(0 < <300) . Mirc thué phuy thu # (trén moét don vi san pham) sao cho nha nudc
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nhan duoc sb tién thué phu thu 16n nhat va doanh nghiép ciing thu duoc loi
nhuan 16n nhat theo murc thué phu thu d6 13 bao nhiéu?

Bai giai
Lo1 nhuan doanh nghiép thu dugc la:

h(x)=(2000x —x*) —(x* +1440x — 50) —tx =—2x" =(560—#)x—50 véi 0<x<2000.

Xét ham
h(x)=—2x% +(560—£)x—350 v&i 0 < x <2000 .
Ta co
W(x)=—4x+560—t=0<x= 260~ 6(0;2000] :

Bang bién thién

x |0 2601 2000

4
h'(x) + 0 -
" ( 560 —¢ j
4

h(x)

Tir bang bién thién ta thiy loi nhuan doanh nghiép cao nhat khi:
_ 5601
4 1 r 4 .
Khi d6 so6 tién thué thu duoc tir doanh nghiép la:
540—-¢ —t* 560t |
k(t)= t= + voi 0<£<300.
) 4 4 4

Béng bién thién

X 0 280 300

k'(t) + 0 -

19600

k(t)
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Vo1 £ =280= x=70.

Tir bang bién thién ta thdy mic thué phu thu trén mot don vi san pham ban duoc
12 70 (san pham). Vay murc thué phy thu 1a 2 800 000 dong/san pham, doanh
nghiép san xuat va ban hét 70 san pham.

* Cac bai toan tu luyén:

Bai 1. Mot co s san xudt khin mit dang ban mdi chiéc khan véi gia 40 000
d6ng mot chiéc va mdi thang co s¢ ban duoc trung binh 3 500 chiéc khin. Co sé
san xudt dang co ké hoach ting gid ban dé co loi nhan t6t hon. Sau khi tham
khao thi truong, ngudi quan 1y thdy ring néu tir mac gia 40 000 ddng ma cir
tang gia thém 1 500 ddng thi mdi thang s& ban it hon 80 chiéc. Biét vén san xudt
mot chiée khian khong thay d6i 1a 25 000. Hoi co so san xuat phai ban véi gia
méi 1a bao nhiéu d¢é dat lgi nhuan 16n nhat.

Bai 2. Mot doanh nghiép tu nhan A chuyén kinh doanh xe gin may cac loai.
Hién nay doanh nghiép dang tap trung chién lugc vao kinh doanh xe Honda F
v6i chi phi mua vao mét chiéc 1a 27 va ban ra véi gia 1a 31 triéu dong. Vi gia
ban nay thi sé luong xe ma khach hang s& mua trong mot nim 1a 600 chiéc.
Nham muc tiéu ddy manh hon nita luong tiéu thu dong xe dang dn khach nay,
doanh nghiép du dinh giam gia ban va udc tinh rang néu giam 1 triéu dong mdi
chiéc xe thi s6 luong xe ban ra trong mot nim 13 s& ting thém 200 chiéc. Vay
doanh nghiép phai dinh gia ban moi 12 bao nhiéu dé sau khi da thyc hién giam
gia, loi nhuan thu dugc sé& 14 cao nhat.

Bai 3. Gia dinh 6ng Thanh nudi tom véi dién tich ao nudi 1a 100 (») . Vu tom
vira qua ong nudi voi mat do 1a 1(kg/m*) tom gidng va san luong tom khi thu
hoach duogc khoang 2 tan tom. V&i kinh nghiém nuoi tom nhiéu nim, ong cho
biét cr tha giam di 200 (g/m*) tom giéng thi san lwong tom thu hoach duoc 2.2
tan tom. VAy vu téi 6ng phai tha bao nhiéu kg tom gidng dé dat san luong tom
cho thu hoach 1a 16n nhat? (Gia st khong c6 dich bénh, hao hut khi nu6i tom
giong).

Bai 4. Mot co so san xuat khin mit hién dang ban mdi chiéc khin véi gia
30 000 dong va trung binh mdi thang ban duoc 3 000 chiéc. Nham ting loi
nhuan, co s& dy dinh tang gid ban. Qua khao sat thi truong, nguot quan 1y nhan
thdy rang néu tir mirc gia 30 000 dong ma mdi lan ting thém 1 000 dong thi s6
luong khan ban ra mdi thang s& giam 100 chiéc. Biét chi phi san xuit cho mdi
chiéc khian khong thay do6i, bang 18 000 dong. Xac dinh muc ting gia dé loi
nhuén dat 16n nhat.
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KET LUAN CHUONG 2

Trén co s& 1y thuyét & chuong 1, chuwong 2 da trinh bay hé thong cac
phuong phép tim cuc tri, gia tri 1on nhét, nhé nhit cia ham mot bién va ham
nhiéu bién voi cac bai tip cu thé hay gip trong chuong trinh toan phd thong va
hoc phan giai tich & dai hoc. Cac dang bai toan nay thuong hay xuit hién trong
cac ky thi tot nghiép pho théng va thi hoc sinh giéi phd thong. Bén canh d6 ciing
dua ra mot s6 bai ung dung thuc té trong cac linh vuc: hinh hoc, vat 1y, kinh té.

Trong hinh hoc, cuc tri cé vai trd quan trong trong viéc giai quyét cac bai
toan hinh hoc dc biét 1a cac bai toan tdi wu hoa d¢ dai, dién tich, thé tich va xac
dinh cac vi tri ddc biét ctia di twong hinh hoc.

Trong vat 1y, dao ham 1a cong cu todn hoc co ban dé mo ta cac dai luong
bién thién: Vén téc tirc thoi 12 dao ham cua quing duong theo thoi gian; gia tde
1a dao ham cua van toc. Dung dé xac dinh toc d6 bién thién cua dai luong vat ly
nhu nhi¢t d9, dién ap, dong dién, ap suat, toc do dong chay,... Giai thich dong
luc hoc cua cac h¢ vat Iy nhu chuyén dong théng, roi ty do, dao dong, chuyén
dong trom,...

Trong kinh té, dao ham gitip giai quyét nhiing bai toan t6i wu hoa: Tim gia
tri 1én nhat, nhé nhat cta cac dai luong lién quan dén chi phi, loi nhuén, ndng
suét,...

Thong qua cac bai toan thuc tién cang thiy rd hon vai tro cia toan hoc,
dac biét cua dao ham 1a cong cu toan hoc hitu hi¢u, giup két ndi ly thuyét vol

thuc tién.
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KET LUAN VA KIEN NGHI
1. Két luan

Pugc sy dong ¥ ctia nha truong, ching em di tién hanh nghién ciru dé tai
nghién ctru khoa hoc: “Ung dung cua dao ham dé tim cuc trj va gia tr1 16n nhét,
nho nhit cia ham s6”. Trong qué trinh nghién ctru, dé tai da dat duoc cac két
qua sau:

Hé théng héa dugc cac kién thic vé dao ham lién quan dén cuc trj va gia
tri 16n nhat, nhé nhat cia ham sé mot bién va ham sd nhiéu bién. Pic biét 1a cac
dinh 1y, cac quy tic vé tim cuc tri va tim gia tri 16n nhat, nhé nhit ctia ham sd
mot bién va nhiéu bién.

Hé thdng dugce mot sb cac dang bai tap va phuong phap giai, hé thong bai
tap dua ra cac phuong phap giai cac cai bai toan cuc tri, gid tri 16n nhit, nho
nhét. Trinh bay mot sb céac ung dung trong thuc té vé linh vuc hinh hoc, vat 1y,
kinh té.

Pé tai nghién ctru dua ra mot cach co hé thong phong phu cac bai toan
minh hoa cho mdi dang toan va cac bai tip dé xut va cic ing dung rong rii cua
ung dung dao ham dé tim cuc trj va gia tri 16n nhat, nho nhét cia ham sb.

Vé co ban dé tai nghién ctru khoa hoc da dat dugc cac muc ti€éu va hoan
thanh céc nhiém vu dit ra khi tién hanh nghién ctru. D¢ tai 1a tai ligu tham khao
gitip cac em hoc sinh, sinh vién rén luyén ki ning 1am bai va giai cac bai tip vé
phuong phép dao ham, tai liéu tham khéo hiru ich cho sinh vién nganh Su pham
Toan truong Pai hoc Hoa Lu khi hoc cac hoc phﬁn tu chon. Va cling chinh tur
viéc nghién ctru dé tai nay da gitp cho ban than ching em rat nhiéu trong qua
trinh hoc tip va cong tac sau ndy. Tuy nhién, do 14 1an dau nghién ctru mot van
dé khoa hoc nén dé tai nghién ctru khoa hoc con c6 thiéu sot, ching em mong
mudn nhan duoc cac ¥ kién dong gop cua cac thay co dé dé tai dugc hoan thién

hon. Chung em xin chan thanh cam on!
2. Kién nghi

DPura tai liéu vao st dung la tai li¢u tham khao cho sinh vién chuyén nganh

Su pham Toan truong Pai hoc Hoa Lu.

80



TAI LIEU THAM KHAO
[1] GS Nguyén Thira Hop (2008). Gidi tich tdp 1, tdp 2, tdp 3, NXB Pai hoc
qudc gia Ha Noi.
[2] TS Tran Bac Long (2008). Gido trinh gidi tich tdp 1, NXB Pai hoc qubc gia
Ha Noi.
[3] GS Phan Huy Khai. Chuyén dé boi dudng hoc sinh giéi gid tri Ion nhdt — gid
tri nhé nhat, Nha xuit ban Pai hoc quéc gia Ha Noi.
[4] PTS. Nguyén Cam (1999). Gidi todn dao ham va khdo sat ham sé, NXB PH
Quéc Gia Ha Noi.
[5] Phan Btrc Chinh (1997). Mt sé phwong phdp chon loc gidi cdc bai todn so
cap,tdp 2, NXB BGD.
[6] Lé Hong Dtic (2000). Phwong phdp gidi todn ham s6, NXB Ha Nbi.
[7] Tran Van Ki (2002). Todn chon loc gidi tich 12, NXB PH Qudc Gia
TPHCM.
[8] Tran Puc Huyén, Lé Mau Théng, Lé Mau Thao (2000). Phdn Logi va
phurong phdp todn gidi tich, Nha xuit ban tré.
[9] Tran Kién Minh, Pham Van Tuan, Lé Thi Bach Lién (2016). Ly thuyét ba thé
gioi toan hoc va van dung vao day hoc dao ham, Tap chi Khoa hoc gido duc,
Vién khoa hoc gido duc Viét Nam.
[10] Polya, G. (2010). Sdang tao toan hoc, NXB Gido duc Viét Nam.

[11] Tap chi Todn hoc va tuéi tré.

81



