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LỜI CẢM ƠN
Đầu tiên chúng em gửi lời cảm ơn chân thành đến Trường Đại học Hoa

Lư, các thầy cô giáo trong khoa Sư phạm Trung học,...đã tạo mọi điều kiện
thuận lợi giúp đỡ chúng em trong suốt quá trình học tập nghiên cứu và hoàn
thiện đề tài nghiên cứu khoa học này. Đặc biệt, chúng em xin bày tỏ lòng biết ơn
sâu sắc tới giảng viên Thạc sĩ Nguyễn Hữu Tiến người đã trực tiếp hướng dẫn,
giúp đỡ chúng em trong thời gian nghiên cứu vừa qua. Trong thời gian nghiên
cứu đề tài, chúng em đã có thêm cho mình những kiến thức quý báu, là hành
trang để chúng em có thể vững bước sau này.

Bộ môn toán là một bộ môn rất quan trọng, thú vị và bổ ích có tính thực
tiễn cao. Đảm bảo cung cấp kiến thức, gắn liền với thực tiễn nhu cầu của con
người nhất là đối với giáo viên Toán. Tuy nhiên do vốn kiến thức năng lực của
bản thân còn hạn chế nên đề tài nghiên cứu khoa học của chúng em không tránh
khỏi những thiếu sót. Rất mong nhận được sự đóng góp ý kiến của các quý thầy
cô, bạn bè để chúng em học tập, bổ sung hoàn thiện kiến thức, để đề tài được
hoàn thiện hơn đồng thời giúp chúng em hoàn thiện về phương pháp giảng dạy
của mình để trước khi ra trường chúng em được trang bị đầy đủ kiến thức và
phương pháp trở thành một giáo viên thực sự.

Em xin chân thành cảm ơn!
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MỞ ĐẦU
1. Tổng quan tình hình nghiên cứu

Sử dụng đạo hàm để tìm cực trị và giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số
được các nhà toán học Việt Nam nghiên cứu và viết trong các tài liệu, giáo trình
Giải tích (hoặc Toán cao cấp) dành cho sinh viên đại học, cao đẳng. Một số ứng
dụng được viết trong các tài liệu, giáo trình thuộc lĩnh vực toán học ứng dụng,
tối ưu hóa và kỹ thuật. Các tài liệu này chủ yếu viết đầy đủ theo hệ thống lý
thuyết và đưa ra một số ví dụ minh hoạ.

Về giảng dạy khái niệm đạo hàm trong trường Trung học phổ thông có
nhiều tác giả trong nước đã bàn luận. Tác giả Nguyễn Phúc Lộc (2010) cho rằng
các khái niệm Giải tích có tính phức tạp nội tại cao; do vậy, chúng rất khó nhận
thức đối với học sinh. Riêng đối với khái niệm đạo hàm, Nguyễn Phú Lộc (2010)
bằng cách tiếp cận lịch sử và tiếp cận lý thuyết Didactic toán đã chỉ ra rằng có
“chướng ngại nhận thức” cho người mới tiếp xúc khái niệm này. Trong nghiên
cứu của mình, tác giả Lê Anh Tuấn (2009) tập trung nghiên cứu các ứng dụng
của khái niệm đạo hàm, các vấn đề liên quan đến đạo hàm. Nhìn chung các tác
giả đều nghiên cứu về đạo hàm một cách tổng thể, khoa học và logic. Một vài tài
liệu đáng chú ý về đề tài này như sau:

Tác giả Nguyễn Thừa Hợp, “Giải tích tập 1, tập 2 và tập 3”; sách cung
cấp những kiến thức cơ bản và nâng cao về đạo hàm và việc đi tìm giá trị lớn
nhất, nhỏ nhất của hàm số. Bao gồm cách tính đạo hàm bằng định nghĩa, tính
đạo hàm tại một điểm, phương trình đạo hàm riêng...Cuốn sách này giúp sinh
viên nắm vững lý thuyết cơ bản.

“Giáo trình giải tích tập 1” (NXB Đại học Quốc Gia Hà Nội) của Trần
Đức Long - Nguyễn Đình Sang - Hoàng Quốc Toàn, Giáo trình giải tích này là
một trong hai phần chủ yếu của môn học “Toán cao cấp cho chương trình A”
được viết theo chương trình mới nhất của Đại học Quốc gia Hà Nội được thông
qua năm 1999. Giáo trình này trình bày hầu hết các vấn đề quan trọng của giải
tích toán học cổ điển về phép tính vi phân và tích phân. Những bài giảng tổng
quát hơn so với các giáo trình dành cho những người lần đầu tiên học môn học
này, đồng thời để giúp sinh viên thuận lợi hơn trong việc tiếp xúc với toán học
hiện đại, trong chương trình và tiếp đó là trong giáo trình đã đưa vào một số
cách trình bày mới như: chuẩn trong không gian R" để dẫn tới R là không gian
mêtric, đạo hàm hàm nhiều biến để sau này mở rộng cho ánh xạ khả vi trên
không gian Banach...
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Cuốn sách “Chuyên đề bồi dưỡng học sinh giỏi” của tác giả Phan Huy
Khải là một trong những tài liệu nổi tiếng và uy tín. Sách cung cấp các nội dung
cơ bản về các phương pháp tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số: phương
pháp bất đẳng thức, phương pháp lượng giác, phương pháp miền giá trị,...Cuốn
sách này cung cấp cho học sinh những kiến thức cơ bản và kỹ năng toán học cần
thiết giúp học sinh phát triển khả năng tư duy sáng tạo, linh hoạt trong việc giải
quyết các bài toán khó.

Tác giả Trần Kiên Minh, Phạm Văn Tuân, Lê Thị Bạch Liên, “Lý thuyết
ba thế giới toán học và vận dụng vào dạy học đạo hàm”, Tạp chí Khoa học giáo
dục, Viện khoa học giáo dục Việt Nam 2016 cung cấp một mô hình cho phép
phân tích và hiểu biết về sự phát triển nhận thức toán học của học sinh từ thấp
đến cao. Trong nghiên cứu, các tác giả đã làm rõ khung lí thuyết này, thiết kế
các nhiệm vụ toán thuộc ba thế giới biểu đạt, thao tác khác nhau và xem xét khả
năng lập luận của học sinh trong các thế giới đó. Thế giới hiện thân hỗ trợ tốt
cho học sinh bước đầu nhận thức về khái niệm đạo hàm, cung cấp nền tảng để tư
duy học sinh phát triển đến mức độ cao và phức tạp hơn.

Cuốn sách “Một số phương pháp chọn lọc giải các bài toán sơ cấp” Tập 2
của tác giả Phan Đức Chính là tài liệu dành cho học sinh chuẩn bị thi vào các
trường đại học và bồi dưỡng học sinh giỏi toán. Về nội dung nghiên cứu đạo
hàm và ứng dụng đạo hàm trong việc tìm cực trị, sách cung cấp các phương
pháp giải toán sơ cấp liên quan đến các chủ đề này. Mặc dù không có thông tin
chi tiết về các chương mục cụ thể, nhưng với mục tiêu bồi dưỡng học sinh giỏi
toán, sách có thể bao gồm các phương pháp và bài tập về đạo hàm và cực trị,
giúp học sinh nắm vững kiến thức và kỹ năng cần thiết trong lĩnh vực này.

Nhìn chung, các công trình nghiên cứu đã cho thấy ứng dụng của đạo hàm.
Tuy nhiên, các công trình nghiên cứu chưa đi sâu vào công dụng cũng như vai
trò của việc ứng dụng đạo hàm trong các bài toán tìm cực trị hàm số một cách hệ
thống với chủ đề “Ứng dụng đạo hàm để tìm cực trị và giá trị lớn nhất, nhỏ nhất
của hàm số”.
2. Tính cấp thiết của đề tài

Môn Toán cấp trung học phổ thông đóng vai trò quan trọng trong việc
cung cấp kiến thức, kỹ năng cũng như rèn luyện tư duy cho học sinh bước vào
đời hoặc học lên. Trong đó đạo hàm và ứng dụng của đạo hàm giữ vai trò chủ
đạo, là một trong những nội dung quan trọng trong chương trình môn toán.
Chương trình giáo dục phổ thông 2018 đề cao việc phát triển phẩm chất và năng
lực của người học trong đó có năng lực vận dụng vào thực tiễn. Nội dung ứng
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dụng đạo hàm để tìm cực trị, giá trị lớn nhất, nhỏ nhất là một trong những nội
dung quan trọng để giúp cho người học phát triển năng lực đó.

Trong các đề thi tốt nghiệp trung học phổ thông, các đề thi học sinh giỏi
cấp phổ thông trung học và đề thi Olympic toán sinh viên hàng năm, các bài
toán về cực trị, về giá trị lớn nhất, nhỏ nhất cũng xuất hiện rất nhiều và gây
không ít những khó khăn cho thí sinh, phần lớn học sinh, sinh viên đều cho rằng
đây là những bài toán khó không giải đúng được.

Trong chương trình môn toán ở đại học, các bài toán tìm cực trị và cực trị
có điều kiện của hàm số nhiều biến; tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số
nhiều biến và những ứng dụng của nó cũng được đặt ra khá nhiều. Để giải quyết
được các bài toán đó thì yêu cầu người học không chỉ nắm vững kiến thức cơ
bản mà đòi hỏi còn phải có tư duy toán học, vận dụng toán học ở mức độ cao
hơn. Chính vì vậy không ít sinh viên ngành Toán và sư phạm Toán đều gặp khó
khăn trong việc giải các bài toán tìm cực trị của hàm nhiều biến.

Là những sinh viên đại học ngành Sư phạm Toán, với mong muốn tìm tòi,
nghiên cứu để nâng cao trình độ của bản thân, hơn nữa nhận thấy vấn đề này có
sự gắn kết giữa các môn học ở đại học với kiến thức toán học phổ thông mà sau
này mình giảng dạy. Vì vậy chúng em đã lựa chọn nghiên cứu đề tài “Ứng dụng
đạo hàm để tìm cực trị và giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số”.
3. Mục tiêu nghiên cứu

Nghiên cứu tài liệu, giáo trình liên quan đến đạo hàm và cực trị của hàm
số để hệ thống một số dạng toán và phương pháp giải cho một số dạng toán về
ứng dụng đạo hàm để tìm cực trị hàm số và giá trị lớn nhất, nhỏ nhất.
4. Đối tượng nghiên cứu
4.1. Đối tượng nghiên cứu

Các bài toán tìm cực trị hàm số, tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của
một hàm số hoặc một biểu thức và phương pháp giải.
4.2. Phạm vi nghiên cứu

Ứng dụng đạo hàm để tìm cực trị hàm số, tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ
nhất của một hàm số hoặc một biểu thức.
5. Cách tiếp cận và phương pháp nghiên cứu
5.1. Cách tiếp cận

Lí thuyết - Ứng dụng
5.2. Phương pháp nghiên cứu

- Phương pháp nghiên cứu lý luận:
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Phân tích, tổng hợp, so sánh, hệ thống hoá các nội dung liên quan đến đề
tài nghiên cứu như: Nghiên cứu một số giáo trình giải tích, phương pháp dạy
học môn Toán, sách giáo khoa phổ thông,...

- Phương pháp tổng kết kinh nghiệm:
Tổng kết kinh nghiệm qua trao đổi kinh nghiệm với một số giáo viên giỏi

bộ môn Toán ở trường trung học phổ thông; xin ý kiến các giảng viên toán. Từ
đó xây dựng hệ thống hoá các bài tập và phương pháp.
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CHƯƠNG 1: CƠ SỞ LÝ LUẬN
1.1. Đạo hàm
1.1.1. Định nghĩa và ý nghĩa của đạo hàm
1.1.1.1. Đạo hàm

Giả sử cho hàm ( )f x xác định trong một khoảng ( ; )a b và 0 ( ; ).x a b Nếu
tồn tại giới hạn hữu hạn:

0

0

0

( ) ( )lim ,
x x

f x f x A A R
x x


 



thì giới hạn A này được gọi là đạo hàm của ( )f x tại điểm 0x và được ký hiệu
là 0( )f x .

Nếu A   thì trùng lặp khi đó ta cũng nói 0( )f x   là đạo hàm vô
hạn. Nếu không nói gì đặc biệt thì ta hiểu đó là đạo hàm hữu hạn.

Nếu đưa vào số gia 0x x x   của biến tại 0x và số gia 0( ) ( )f f x f x  
tương ứng của hàm thì rõ ràng là

0

0 0 0
0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim .
x x xx

f x f x f f x x f xf x
x x x x  

       
  

Trị số đạo hàm 0( )f x tại 0x của hàm ( ),f x nếu nó tồn tại thì không
những nó phụ thuộc vào hàm ( )f x mà còn phụ thuộc vào vị trí của điểm 0.x
Bởi vậy, ta ký hiệu lại điểm 0x mà tại đó ta xét giá trị của đạo hàm là x , thì đạo
hàm tại điểm x của hàm ( )f x là một hàm của biến x và được ký hiệu là ( )f x .

1.1.1.2. Ý nghĩa của đạo hàm
Giả sử cho hàm ( )y f x có đồ thị là một đường cong .C Gọi 0M và

M là hai điểm trên đường cong C lần lượt có tọa độ 0 0( ( ); )x f x và
0 0( ( ).; )x x f x x    Gọi 0P và P lần lượt là hình chiếu của 0M và M xuống

trục Ox và H là giao điểm của mặt phẳng với đường thẳng đi qua 0M M và
song song với trục Oz .

Rõ ràng là

0 0 0 0, .( ) ( )M H PP x HM f x x f x f y          

Do đó

0

tanf HM
x M H


 


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trong đó 0 0( ),M H M M  là góc lượng giác hợp bởi trục Ox và cát tuyến
0M M .

Khi 0x  , điểm M sẽ dần về điểm 0M và nếu cát tuyến 0M M dần về
vị trí giới hạn 0M T thì đường thẳng 0M T được gọi là tiếp tuyến của đường
cong C tại 0M . Khi đó góc 0 0( ),M H M M  sẽ dần về góc 0 0( ),M H M T  ,
và tan sẽ dần về tan .

Vậy

0 0 0
(tan ) tan( ) lim lim

x x

ff x
x

 
 

  


tức là:

0) tan .(f x 

Nếu

0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x


 


thì tiếp tuyến của đường cong đó song song với trục .Oy Khi đó, hàm ( )f x có
tại điểm 0x x đạo hàm vô hạn.

Nếu đường cong C tạo bởi hai nhánh 1C và 2C tụ tại điểm 0M sao cho
tại 0,M hai nhánh 1C và 2C có hai tiếp tuyến 0 1M T và 0 2M T không cùng nằm
trên một đường thẳng thì điểm 0M được gọi là một điểm góc của đường cong

.C
Đặt

 
1 0 1 2 0 2( , ), ( , )Ox M T Ox M T  

thì dễ dàng nhận thấy rằng hệ số góc của 0 1M T và 0 2M T là các đạo hàm một
phía của ( )f x tại 0M .

Ta có:
0 1 0 2, .( ) ( )f x tan f x tan    

Với hàm
2

1( ) xf x e 

điểm (0;0)O là một góc của hàm đồ thị ( )y f x . Đạo hàm phải của nó bằng 1,
đạo hàm trái bằng 1 .
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1.1.2. Quy tắc tính đạo hàm

Giả sử f, g là các hàm khả vi tại 0x . Khi đó các hàm f g , .f g , f
g

(với

điều kiện 0( ) 0g x  ) là khả vi tại 0x và ta có:

0 0 01.( ) ( ) ( ) ( ).f g x f x g x    

0 0 .2 ) ).( ) ( (cf x cf x

0 0 0 0 03.( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( .. )f g x f x g x f x g x   

0 0 0 0
0 2

0

4 .( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

. f
g g

x f x g x f x gx
x

  
 

 



1.1.3. Đạo hàm của các hàm số sơ cấp
Dưới đây là bảng đạo hàm của một số hàm sơ cấp thường gặp đã biết

trong giáo trình giải tích lớp 12 và trong “Giáo trình giải tích tập 1” (NXB Đại
học Quốc Gia Hà Nội) của Trần Đức Long - Nguyễn Đình Sang - Hoàng Quốc
Toàn.

Đạo hàm của )(xf với x là biến
số

Đạo hàm của )(uf với u là một
hàm số của biến số x

( ) 0C   (C là hằng số) ( )Cu Cu  (C là hằng số)

( )kx k  với k ( )ku ku  với k
1( )n nx nx   với n 1( )n nu nu u  với n

2
1 1
x x

    
 

với 0x  2
1 u
u u

     
 

với 0u 

  1
2

x
x


 với 0x    1

2
u

u

 với 0u 

(sin ) cosx x  (sin ) cosu u u 

(cos ) sinx x   (cos ) sinu u u  

  2
2

1tan 1 tan
cos

x x
x

   

với ,
2

x k k   

   2
2tan 1 tan

cos
uu u u
u
   

với ,
2

u k k   

   2
2

1cot 1 cot
sin

x x
u

     

với ,x k k 

2
2(cot ) (1 cot )

sin
uu u u
u


     

với ,u k k 
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 x xe e   u ue u e 

( ) lnx xa a a  với 0, 1a a  ( ) lnu ua u a a  với 0, 1a a 

  1ln x
x

  với 0x   ln uu
u
  với 0u 

  1log
lna x x a

 

với 0, 0, 1x a a  

 log
lna
uu
u a

 

với 0, 0, 1u a a  

 
2

1arcsin
1

x
x

 


với 1 1x  

 
2

arcsin
1
uu
u
 


với 1 1u  

 
2

1arccos
1

x
x

  


với 1 1x  

 
2

arccos
1
uu
u
  


với 1 1u  

  2
1arctan

1
x

x
 

 2(arctan )
1
uu
u


 


  2
1arccot

1
x

x
  


  2arccot

1
uu
u
  



 sh = chx x  sh chu u u 

 ch shx x   ch shu u u 

  2
1th

ch
x

x
  với ch 0x    2th

ch
uu
u
  với ch 0u 

  2
1cth

sh
x

x
   với 0x    2cth

sh
uu
u
   với 0u 

1.1.4. Đạo hàm riêng
1.1.4.1. Đạo hàm riêng của hàm số 2 biến

Cho hàm số ( , )u f x y xác định trên 2D   và 0 0( ; ) .P x y D Cố định

0,y y cho 0x một số gia x đủ nhỏ sao cho 0 0( ; )M x x y D   . Khi đó hàm
số có số gia tương ứng là 0 0 0 0( , ) ( , ).xu f x x y f x y    

Nếu tồn tại giới hạn 0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )lim limx
x x

u f x x y f x y
x x   

   


 
thì giới hạn



9

đó sẽ được gọi là đạo hàm riêng theo biến số x của hàm số ),( yxf tại điểm P
và kí hiệu là:

0

( , )( ) ( ) ( ) lim .x
x x

u f x y uP P f P
x x x 

    
  

Tương tự, nếu tồn tại giới hạn 0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )lim limy

y y

u f x y y f x y
y y   

   


 
thì

giới hạn đó sẽ được gọi là đạo hàm riêng theo biến số y của hàm số ),( yxf tại
điểm P và kí hiệu là:

0

( , )( ) ( ) ( ) lim .y
y y

uu f x yP P f P
y y y 

    
  

Chú ý:

Qua định nghĩa trên, ta thấy rằng việc tính đạo hàm riêng thực chất là tính
đạo hàm của hàm số một biến số (khi ta coi biến số kia là không đổi). Do đó,
việc tính đạo hàm riêng không đòi hỏi những quy tắc mới.

Hoàn toàn tương tự, ta cũng có định nghĩa đạo hàm riêng của hàm ba biến
(hoặc nhiều hơn ba biến số): ( , , ).u f x y z

Chẳng hạn:
0

( , , ) ( , , )lim .
x

u f x x y z f x y z
x x 

   


 

1.1.4.2. Đạo hàm riêng của hàm số hợp
a, Hàm số hợp với một biến độc lập

Giả sử  ,u f x y là hàm hai biến xác định trong miền mở 2,D  
trong đó x và y là các hàm số của t với  ;t a b thì  ,x y D . Khi đó ta có
hàm số hợp  ( ), ( )u f x t y t xác định trong khoảng  ; .a b Nếu  ,u f x y khả
vi trong D và các hàm số ( ), ( )x t y t khả vi trong  ;a b thì hàm số hợp

 ( ), ( )u f x t y t khả vi trong  ;a b và ( ) . ( ) . ( )x yu t u x t u y t      hay

.du u dx u dy
dt x dt y dt

 
   
 

Chú ý: Nếu trong đó y là hàm số x (tức là x giống t ) thì công thức trên là:

.du u u dy
dx x y dt

 
  
 

Ví dụ: Cho 2( , )u f x y x y  với 2 3 1,  sin .x t t y t    Tính du
dt



Bài giải
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Ta có: 2 3,dx t
dt

  cos .dy t
dt



2 ,u xy
x





2.u x
y





Khi đó
du u dx u dy
dt x dt y dt

 
   
 

22 (2 3) cosxy t x t  
2 2 22( 3 1)sin (2 3) ( 3 1) cost t t t t t t      

2 2( 3 1)[2(2 3)sin ( 3 1)cos ]t t t t t t t      
2 2( 3 1)[2(2 3)sin ( 3 1)cos ].t t t t t t t      

b, Hàm hợp với hai biến độc lập

Giả sử ( , )u f x y là hàm số của 2 biến số x và y xác định trong miền
mở 2,D   trong đó x và y là các hàm số của các biến ,t :s

( , ),x x t s ( , )y y t s cùng xác định và cùng khả vi trong .D Nếu ( , )t s D thì
( , )x y D . Khi đó ta có hàm số hợp ( ( , ), ( , ))u f x t s y t s xác định trong .D Nếu

( , )u f x y khả vi trong D thì các đạo hàm riêng của hàm số hợp
( ( , ), ( , ))u f x t s y t s là:

,u u x u y
s x s y s
    

   
    

.u u x u y
t x t y t

    
   

    

Hay

,f f x f y
s x s y s
    

   
    

.f f x f y
t x t y t

    
   

    

Công thức trên viết dưới dạng ma trận như sau:

.

x x
f f f f t s

y yt s x y
t s

  
                         
  
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Ma trận

x x
t s
y y
t s

  
   
   
  

được gọi là ma trận Jacobi của biến ,x y đối với các

biến ,t s và định thức của ma trận đó gọi là định thức Jacobi của ,x y đối với
, .t s

Kí hiệu là:
( , )( , ) .
( , )

D x yJ t s
D t s



1.2. Cực trị và giá trị lớn nhất, nhỏ nhất
1.2.1. Cực trị của hàm số 1 biến
1.2.1.1. Định nghĩa

Cho hàm số )(xfy  xác định trên khoảng );( ba và ).;(0 bax  Điểm 0x
được gọi là điểm cực đại của hàm số )(xfy  nếu tồn tại một lân cận U của
điểm 0x sao cho 0( ) ( ),f x f x 0, .x U x x   Tương tự, điểm 0x được gọi là
điểm cực tiểu của hàm số )(xfy  nếu tồn tại một lân cận U của điểm 0x sao
cho 0( ) ( ),f x f x 0, .x U x x  

1.2.1.2. Quy tắc tìm cực trị hàm số

• Quy tắc 1: Giả sử hàm số ( )y f x liên tục có đạo hàm trên miền D
(có thể trừ điểm 0x ) thì điểm 0x là điểm cực trị của hàm số nếu: 0( ) 0f x  hoặc

0( )f x không xác định và ( )f x đổi dấu khi x dần qua 0x .

+ 0x gọi là điểm cực đại nếu x dần qua 0x thì ( )f x đổi dấu từ dương sang
âm (tức là ( ) 0f x  nếu 0x x và ( ) 0f x  nếu 0x x (với x đủ gần 0x )).

+ 0x gọi là điểm cực tiểu nếu x dần qua 0x thì ( )f x đổi dấu từ âm sang
dương (tức là ( ) 0f x  nếu 0x x và ( ) 0f x  nếu 0x x (với x đủ gần 0x )).

• Quy tắc 2: Giả sử hàm số ( )y f x có đạo hàm liên tục đến cấp hai tại

0x , ( ) 0f x  và 0( ) 0f x  thì 0x là điểm cực trị của hàm số và:
+ Nếu 0( ) 0f x  thì 0x là điểm cực tiểu.
+ Nếu 0( ) 0f x  thì 0x là điểm cực đại.
• Quy tắc 3: Giả sử n là số tự nhiên nào đó và giả sử hàm ( ),y f x trong

lân cận nào đó của điểm x có đạo hàm cấp ( 1),n còn chính tại điểm có đạo
hàm bậc n . Giả sử tại điểm x c thoả mãn hệ thức sau đây:

( 1)( ) ( ) ... ( ) 0nf c f c f c     ; 0)()( cf n .
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Khi đó
+ Nếu n chẵn thì hàm số ( )y f x có cực đại địa phương tại điểm x c

nếu ( ) ( ) 0nf c  và hàm số ( )y f x có cực tiểu địa phương tại điểm x c nếu
( ) ( ) 0nf c  .

+ Nếu n lẻ thì ( )f x không đạt cực trị tại x c .

1.2.2. Cực trị của hàm số nhiều biến
1.2.2.1. Cực trị địa phương

a, Định nghĩa

Cho hàm số ( , )z f x y xác định trong miền mở D và điểm

0 0( , ) .M x y D Điểm M được gọi là điểm cực đại địa phương của hàm số
( , )z f x y hay hàm số z có cực đại địa phương tại M nếu tồn tại một lân cận

của : ( , )M S M r D sao cho với mọi điểm ( , ) ( , )P x y S M r và M P ta có

  0 0,   ),(  f x y f x y hay ( ) ( ).f P f M

Định nghĩa tương tự với điểm cực tiểu đại phương.
b, Điều kiện

* Điều kiện cần:

Nếu hàm số ( , )z f x y khả vi tại điểm 0 0 0  ( ; )M x y D mà tại đó hàm số

đạt cực trị thì

0 0 0( , ) xf x y  ; 0 0 0( , ) yf x y  . (*)

Các điểm thỏa mãn hệ (*) gọi là điểm dừng.
* Điều kiện đủ:

Giả sử 0 0 0( ; )M x y là một điểm dừng của hàm số ( , )z f x y và hàm số

đó có các đạo hàm riêng đến cấp hai.

Ta gọi .  ;  ;
000

2

2

2

2

2

MMM yx
zB

y
zC

x
zA














Nếu 2 0AC B   thì hàm số có cực trị địa phương tại 0M .

+ Nếu 0A thì hàm số đạt cực tiểu địa phương tại 0M .

+ Nếu 0A thì hàm số đạt cực đại địa phương tại 0M .

Nếu 2 0AC B   thì hàm số không đạt cực trị địa phương tại 0M .
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Nếu 2 0AC B   thì chưa thể kết luận gì về sự tồn tại cực trị của hàm số tại

0M .

* Quy tắc tìm cực trị của hàm số 2 biến:

Bước 1: Tính đạo hàm riêng cấp 1.

Bước 2: Tìm các điểm dừng bằng cách giải hệ
0,

0.

f
x
f
y

 
 


Bước 3: Tính giá trị của đạo hàm riêng cấp 2 tại các điểm dừng. Giả sử
0 0 0( ; )M x y là một điểm dừng.

2

02 ( );fA M
x





2

0( );fB M
x y



 

2

02 ( ).fC M
y





Nếu 2 0AC B   thì hàm số có cực trị địa phương tại 0M .

+ Nếu 0A thì hàm số đạt cực tiểu địa phương tại 0M .

+ Nếu 0A thì hàm số đạt cực đại địa phương tại 0M .

Nếu 2 0AC B   thì hàm số không đạt cực trị địa phương tại 0M .

Nếu 2 0AC B   thì chưa thể kết luận gì về sự tồn tại cực trị của hàm số tại

0M .

Ví dụ: Tìm các điểm cực trị hàm số sau 3 2 12 1z x y xy    .
Bài giải

Hàm số xác định 2( ; ) .x y 

Ta có:

23 12 ;z x y
x


 


2 12 .z y x
y


 


Xét hệ
2 2 23 12 0 3 12( 6 ) 0 24 0,

2 12 0 6 6 .
x y x x x x
y x y x y x

        
   

       

Ta có 2 nghiệm:
• 0,  0.x y 

• 24,  144.x y  
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Hàm số có 2 điểm dừng  0;0P và  .24; 144Q 

Ta có:
2

2 6 ,z x
x





2

12,z
x y



 

2

2 2.z
y





+ Với (0;0)P :
2

2 ( ) 0;zA P
x


 


2

( ) 12;zB P
x y


 
 

2

2 ( ) 2.zC P
y


 


Ta có:
2 20.2 12 144 0.AC B       

Vậy hàm số không đạt cực trị tại  0;0P .

+ Với  24; 144Q  :
2

2 ( ) 6.24 144;zA Q
x


  


2

( ) 12;zB Q
x y


 
 

2

2 ( ) 2.zC Q
y


 


Ta có:
2 2144.2 12 144 0.AC B      

Mà 144 0.A  

Vậy hàm số đạt cực tiểu địa phương tại  24; 144Q  và giá trị cực tiểu là

  3 224, 144 24 ( 144) 12.24.( 144) 1 6911.z         

1.2.2.2. Cực trị có điều kiện

a, Bài toán

Tìm cực trị của hàm số ( , )u f x y với điều kiện ràng buộc ( , ) 0.g x y 
Để giải bài toán này, ta sử dụng phương pháp nhân tử Lagrange:

Lập hàm
( , , ) ( , ) ( , )F x y f x y g x y  

trong đó  là tham số chưa xác định.
b, Điều kiện cần

Nếu 0 0( ; )x y là điểm cực trị của hàm số ( , )u f x y với điều kiện ràng

buộc ( , ) 0g x y  thì 0 0( ; )x y và 0 phải là nghiệm của hệ phương trình sau:
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( , , ) 0 ( , ) ( , ) 0,

( , , ) 0 ( , ) ( , ) 0 ,

( , ) 0.( , , ) 0

F f gx y x y x y
x x x
F f gx y x y x y
y y y
F g x yx y

 

 




        
          

  
 

c, Điều kiện đủ

Giả sử 0 0( ; )x y và 0 là nghiệm của hệ trên, khi đó với 0 0 0, ,x y  ta xét:
2 2 2

2 2 2
2 22 .F F Fd F dx dxdy dy
x x y y

  
  
   

Trong đó ,dx dy thỏa mãn hệ thức 0.g gdx dy
x y

 
 

 
Nếu 2 0d F  thì hàm số ( , )f x y đạt cực đại có điều kiện tại 0 0( ; ).x y

Nếu 2 0d F  thì hàm số ( , )f x y đạt cực tiểu có điều kiện tại 0 0( ; ).x y

Nếu 2 0d F  thì chưa thể kết luận được gì.

d, Ví dụ: Tìm cực trị của hàm  z xy với điều kiện 2 3 5 0.x y  

Bài giải
Ta có: ( , , ) (2 3 5).F x y xy x y    

Hệ phương trình xác định các điểm dừng có điều kiện

( , , ) 0
2 0,

( , , ) 0 3 0,
2 3 5 0.

( , ) 0

F x y
x y
F x y x
y

x y
g x y




 

    
          



Giải hệ trên ta được: 5 5 5; ;
12 4 6

x y     

Kiểm tra điều kiện đủ tại 5 5( ; )
4 6

M với 5
12

   

Dễ dàng tính được: 2 .d u dxdy

Do 0532  yx suy ra dydx 32  hay .
3
2 dxdy 

Thay vào (*) ta có 2 22( , ) 0
3

d u M dx    .
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Vậy hàm số đạt cực đại tại 5 5( ; )
4 6

M và m a x
2 5
2 4

z  .

1.2.3. Giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số một biến
1.2.3.1. Định nghĩa

Cho hàm số ( )y f x xác định trên miền .D

 Số M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số ( )y f x trên D nếu:

0 0

( ) , ,
: ( ) .

f x M x D
x D f x M

  
  

Kí hiệu: max ( )
x D

M f x


 hoặc max ( ).
D

M f x

 Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số ( )y f x trên D nếu:

0 0

( ) , ,
: ( ) .

f x m x D
x D f x m

  
  

Kí hiệu: min ( )
x D

m f x


 hoặc min ( ).
D

m f x

1.2.3.2. Định lí Weierstrass (Định lý giá trị lớn nhất – giá trị nhỏ nhất)

Nếu ( )f x là hàm liên tục trên một đoạn đóng  ;a b thì hàm số đạt giá trị
lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó. Tức là tồn tại điểm  1 2, ;x x a b sao cho:

 1 2( ) ( ) ( ), ; .f x f x f x x a b   

1.2.3.3. Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất

• Quy tắc 1 (Sử dụng định nghĩa)

Giả sử f xác định trên D . Ta có:

max ( )
x D

M f x


 
0 0

( ) , ,
: ( ) .

f x M x D
x D f x M

  
  

min ( )
x D

m f x


 
0 0

( ) , ,
: ( ) .

f x m x D
x D f x m

  
  

• Quy tắc 2 (Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số
liên tục trên một đoạn)

Giả sử hàm số ( )y f x liên tục trên đoạn  ; .a b Khi đó, để tìm giá trị

lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm f trên đoạn  ;a b ta làm như sau:
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Bước 1: Tìm các điểm 1 2; ;...; nx x x thuộc ( ; )a b sao cho tại đó hàm số f có đạo
hàm bằng 0 hoặc không xác định.

Bước 2: Tính 1 2( ); ( );...; ( ); ( ); ( ).nf x f x f x f a f b

Bước 3: So sánh các giá trị tìm được. Số lớn nhất trong các giá trị đó là giá trị
lớn nhất của hàm f trên đoạn  ;a b và số nhỏ nhất trong các giá trị đó là giá trị

nhỏ nhất của hàm f trên đoạn  ; .a b

* Một số lưu ý:
Quy tắc trên chỉ được sử dụng trong các bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá

trị nhỏ nhất của hàm số trên một đoạn.
Đối với bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số trên một

khoảng (nửa khoảng) thì ta phải tính đạo hàm, lập bảng biến thiên của hàm f
rồi dựa vào nội dung của bảng biến thiên để suy ra giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ
nhất của hàm f trên khoảng (nửa khoảng) đó.

Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số trên một khoảng (nửa khoảng)
có thể không tồn tại.

Với bài toán đặt ẩn phụ ta phải tìm điều kiện của ẩn phụ.

Ví dụ 1: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2

1
1

xy
x





trên đoạn  1;2 .

Bài giải
Hàm số liên tục với mọi x .

Xét hàm số
2

1
1

xy
x





trên đoạn  1;2 .

Ta có:

2
2

2 2 2

1 ( 1)
11 .

1 ( 1) 1

xx x
xxy

x x x

  
  

  

2 2

10 0 1.
( 1) 1

xy x
x x

     
 

Xét tại các điểm:

2

1 1( 1) 0
( 1) 1

y  
  

 
;

2

1 1(1) 2
1 1

y 
 


;

2

2 1 3 5(2) .
52 1

y 
 


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Vậy giá trị lớn nhất của hàm số y là 2 khi 1x  và giá trị nhỏ nhất của hàm
số y là 0 khi 1.x  
• Quy tắc 3 (Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số

trên một khoảng)

Cho hàm số ( )y f x xác định và liên tục trên ( ; ).a b
* Phương pháp:

Bước 1: Tìm các điểm tới hạn ( ; ), 1, .ix a b i n 

Bước 2: Tính các giá trị ( )if x và lim ( ); lim ( ).
x bx a

A f x B f x
 

 

Bước 3: Lập bảng biến thiên của hàm số trên  .;a b

Bước 4: Dựa vào bảng biến thiên để kết luận hàm số đạt giá trị lớn nhất và giá
trị nhỏ nhất.

Ví dụ 2: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số 3 3 1y x x   trên khoảng (0;2).
Bài giải

Hàm số liên tục trên khoảng (0;2).

Ta có: 23 3.y x  

20 3 3 0 1.y x x       

Vì ta đang xét hàm số liên tục trên khoảng (0;2) nên ta loại giá trị 1.x  

Có 3(1) 1 3.1 1 1.y     

Xét bảng biến thiên của hàm số trên khoảng (0;2)

x 0 1 2
y - 0 +

y

1 3

-1

Vậy trên khoảng (0;2) hàm số y đạt giá trị nhỏ nhất là 1 khi 1.x  Hàm số y

không có giá trị lớn nhất trên khoảng (0;2).
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• Quy tắc 4 (Quy tắc tìm điều kiện của tham số để hàm số có giá trị lớn
nhất, giá trị nhỏ nhất thoả mãn điều kiện cho trước)

Cho hàm số ( )f x xác định và liên tục trên đoạn  ; .a b

* Phương pháp (Chỉ áp dụng cho một số bài toán dễ dàng tìm được
nghiệm của y ).

Bước 1: Tìm các điểm tới hạn ( ; ), 1, .ix a b i n 

Bước 2: Tính các giá trị 1 2( ); ( ); ( );...; ( ); ( ).nf a f x f x f x f b

Bước 3: Lập bảng biến thiên và biện luận theo tham số để tìm được giá trị lớn
nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số trên đoạn  ; .a b

Bước 4: Thay vào điều kiện bài cho để tìm .m

1.2.4. Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số hai biến
1.2.4.1. Định nghĩa

Cho hàm số ( , )f x y xác định trên tập 2.D

 Giá trị lớn nhất của hàm số trên D là số M sao cho:
( , ) ; , .f x y M x y D  

và tồn tại 0 0( ; )x y D sao cho 0 0( , ) .f x y M
 Giá trị nhỏ nhất của hàm số trên D là số m sao cho:

( , ) ; , .f x y m x y D  

và tồn tại 0 0( ; )x y D sao cho 0 0( , ) .f x y m
1.2.4.2. Định lí Weierstrass

Nếu hàm số ( , )f x y liên tục trên tập đóng và bị chặn 2D thì f đạt
giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên .D

1.2.4.3. Tính chất

Hàm số liên tục trên miền đóng và bị chặn D thì chắc chắn có giá trị lớn
nhất và giá trị nhỏ nhất trên miền D. Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất có thể
đạt được tại:

o Điểm cực đại, cực tiểu thuộc miền trong của D (nội điểm).
o Hoặc điểm thuộc biên của miền (đường biên hoặc giới hạn).

1.2.4.4. Quy tắc tìm giá trị lớn nhất – giá trị nhỏ nhất của hàm số nhiều biến
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Quy tắc tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số hai biến hoàn toàn
tương tự như quy tắc tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số một biến
liên tục trên đoạn và có đạo hàm liên lục trong khoảng ( ; ).a b

Cho hàm số ( , )f x y liên tục trên tập đóng và bị chặn 2,D khả vi tại
mọi điểm thuộc miền trong của D.

Bước 1: Tìm các điểm thuộc miền trong.
i) Tính các đạo hàm riêng và tìm các điểm tới hạn thuộc miền trong của D.
ii) Tính giá trị của hàm số tại các điểm đó.

Bước 2: Tìm cực trị trên biên.

Nếu biên là một đường (ví dụ như đường thẳng, đường tròn) dùng phép
thế tham số hoặc ràng buộc để đưa về hàm 1 biến rồi tìm cực trị.

Hoặc dùng phương pháp Lagrange nếu có ràng buộc dạng ( , ) 0.g x y 

Bước 3: So sánh tất cả các giá trị tìm được → Chọn được giá trị lớn nhất, giá trị
nhỏ nhất.

Chú ý: Quy tắc được mở rộng tương tự cho các hàm số 3 biến, hàm số 4 biến,…

Ví dụ 3: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 2( , ) 4 2f x y x y x y    trên miền  2 2( , ) 4 .D x y x y  

Bài giải
* Tìm các điểm thuộc miền trong:
Ta có:

2 4;  2 2.f fx y
x y
 

   
 

Xét hệ:
0 2 4 0 2,

2 2 0 1.0

f
x xx

f y y
y

               


Kiểm tra 2 2 2 22 ( 1) 5 4x y      suy ra điểm này không thuộc miền trong của

.D
* Tìm cực trị trên biên 2 2 4 :x y 

Đặt 2cos , 2sinx t y t  với  0;2t  khi đó:

 ( ) (2cos ,2sin ) 4 8cos 4sin , 0;2 .g t f t t t t t     

x

y

20

2



21

Lại có:
( ) 8sin 4cos .g t t t  

1( ) 0 8sin 4cos 0 2sin cos 0 tan .
2

g t t t t t t          

Các nghiệm (cách nhau  ) cho ta 2 điểm trên vòng tròn:

+ Với 1
1arctan :
2

t    
 

1 1
2 1cos , sin .
5 5

t t  

Vậy 1 1 1 1
4 22cos , 2sin .
5 5

x t y t    

+ Với 2 1 :t t  

2 2
2 1cos , sin .
5 5

t t  

Vậy 2 1 2 1
4 22cos , 2sin .
5 5

x t y t    

Tính giá trị f tại hai điểm:
( ) 4 8cos 4sin .g t t t  

+ Với 1 1
2 1cos , sin :
5 5

t t  

1 1
2 1( , ) 4 8 4 4 4 5.
5 5

f x y          
 

+ Với 2 2
2 1cos , sin :
5 5

t t  

2 2
2 1( , ) 4 8 4 4 4 5.
5 5

f x y              
   

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số ( , )f x y là 4 4 5 tại 4 2;
5 5

  
 

và giá trị nhỏ

nhất của hàm số ( , )f x y là 4 4 5 tại 4 2; .
5 5

  
 

Ví dụ 4: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 2( , ) 3 3 5f x y x xy y x y      trong miền  0 3;0 2 .D x y    

Bài giải
* Xét trong miền của  : 0 3; 0 2 .D U x y    
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Ta có: 2 3;  2 3.f fx y x y
x y
 

     
 

Xét hệ:
2 3 0 2 3 1,

2 3 0 2 3 1.
x y x y x
x y x y y

       
          

Hàm số có 1 điểm dừng trong U là:
2 2(1;1) ( ) 1 1.1 1 3 3 5 2.M f M       

* Xét trêm biên của D:

+ Biên 2 20; 0 2; (0, ) 0 0 0 3 5 3 5x y f y y y y y            thì:

2 3.yf y  

30 2 3 0 .
2yf y y      

Xét tại các điểm:
23 3 3 110, 3 5 ; (0,0) 5; (0,2) 4 6 5 3.

2 2 2 4
f f f                  
     

+ Biên 23; 0 2; (3, ) 5x y f y y     thì:

2 .yf y 
0 2 0 0.yf y y     

Xét tại các điểm:
(3,0) 5; (3,2) 4 5 9.f f   

+ Biên 20; 0 3; ( ,0) 3 5y x f x x x      thì:

2 3.xf x  
30 2 3 0 .
2xf x x      

Xét tại các điểm:
23 3 3 9 9 11,0 3 5 5 ; (0,0) 5; (3,0) 5.

2 2 2 4 2 4
f f f                  
     

+ Biên 2 22; 0 3; ( ,2) 2 4 3 6 5 3y x f x x x x x x            thì:

2 1.xf x  
10 2 1 0 .
2xf x x      

Xét tại các điểm:

2

30
x

y
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21 1 1 11,2 3 ; (0,2) 3; (3,2) 9.
2 2 2 4

f f f           
   

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số ( , )f x y là 9 tại điểm (3;2) và giá trị nhỏ nhất

của hàm số ( , )f x y là 2 tại điểm (1;1).
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KẾT LUẬN CHƯƠNG 1
Trong chương 1, đã trình bày hệ thống các kiến thức về đạo hàm: định

nghĩa, ý nghĩa của đạo hàm của hàm số một biến, đạo hàm riêng của hàm số
nhiều biến, các khái niệm về cực trị, giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số một
biến và hàm số nhiều biến. Bên cạnh đó, trình bày các định lý, các quy tắc tìm
cực trị và giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số một biến và hàm số nhiều biến.
Đây là những nội dung liên quan trực tiếp đến mục tiêu và nội dung nghiên cứu
của đề tài; là cơ sở để giải quyết các bài toán trong chương 2.
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CHƯƠNG 2: ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ TÌM CỰC TRỊ HÀM SỐ VÀ GIÁ
TRỊ LỚN NHẤT, NHỎ NHẤT

2.1. Tìm cực trị và giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số một biến
2.1.1. Phương pháp khảo sát trực tiếp hàm số
2.1.1.1. Phương pháp khảo sát hàm số

Là phương pháp giải trực tiếp các hàm số theo lý thuyết đã trình bày ở
chương 1. Sau đây là các bài toán phức tạp hơn.
2.1.1.2. Các bài toán

Bài 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2

1 1 .
4
xy x x    

Bài giải

Điều kiện xác định: 1 1.x  

Ta có:
2

2

1 1 1 1 1 .
22 1 2 1 2 1
x x x x xy

x x x
        

  

20 1 1 1 0y x x x x        

21 1 1x x x x     

2 2 2(1 ) 2 2 1 .x x x     (1)

Đặt 21t x  với 0 1.t 

2 21t x   2 21 .x t  

Khi đó (1) trở thành:

 2 21 2 2t t t  

 2 21 2 2 0t t t    

    21 1 2 1 0t t t t     

    21 1 2 0t t t      

3 2

1 0
1.

2 0
t

t
t t

 
     

Xét tại các điểm:
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1( 1) 2 ;
4

y    (0) 2;y 
1(1) 2
4

y   

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số y là 2 khi 0x  và giá trị nhỏ nhất của hàm số

y là 12
4

 khi 1x   .

Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 5 6

1( 1)
x x
xy x e
 
 

trên đoạn  2;3 .

Bài giải

Hàm số đã liên tục trên đoạn  2;3 .

Ta có:
2 25 6 5 62

1 12 1
1

x x x x
x xx xy e e

x

   
    


2 5 62

12 11
1

x x
xx x e

x

 
  

   
2 5 62

12 .
1

x x
xx x e

x

 
 




2 5 62
120 0

1

x x
xx xy e

x

 
    


   2 5 6

11 2
0

1

x x
xx x

e
x

 


 
 


1,

2.
x
x
 

  
Vì  1 2;3x    nên ta loại 1.x  

Xét tại các điểm: (2) 1y  ; (3) 2.y 

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số y là 2 khi 3x  và giá trị nhỏ nhất của hàm số
y là 1 khi 2.x 

Bài 3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 3 3y x x  trên

đoạn 2 1.x  

Bài giải
Ta có:

3
3

3

3
3

3
x x

y x x
x x

 
   



khi 3 3 0,x x 

khi 3 3 0.x x 
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Xét hàm: 3
1 3y x x  với

3 0,

3.

x

x

  



2

1 3 3.y x  

2
1

1,
0 3 3 0

1.
x

y x
x
        

Loại 1x  do 3;0 3;x         .

3
2 3y x x  với

0 3,

3.

x

x

  


 
2

2 3 3 .y x  

2
2

1,
0 3 3 0

1.
x

y x
x
        

Loại 1x   do  ; 3 0; 3x        .

Vậy 0y  khi 1, 1.x x  

Dễ thấy y không xác định tại 0, 3, 3.x x x   

Trên khoảng ( 2,1) hàm số có 3 điểm dừng là 3, 1, 0.x x x    

Xét tại các điểm:
( 2) 2;  ( 3) 0;  ( 1) 2;  (0) 0;  (1) 2.y y y y y       

Vậy giá trị lớn nhất của y là 2 khi 2, 1, 1x x x     và giá trị nhỏ nhất của y

là 0 khi 0, 3.x x  

Bài 4. Tìm cực trị của hàm số 4 4( ) sin cos .f x x x 

Bài giải

Ta có: 3 3 2 2( ) 4sin cos 4cos sin 4sin cos (sin cos )f x x x x x x x    
sin 24. ( cos2 ) 2sin 2 cos2 sin 4 .

2
x x x x x     

( ) 0 sin 4 0 4  ( )f x x x k k       

 ( ).
4
kx k

  

( ) 4cos4 .f x x  

( ) 4( 1) .
4

kkf    

Với k chẵn ( ) 0.f x 
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Với k lẻ ( ) 0.f x 

Với k chẵn  ( )
2
kx k

   và ( ) 1.f x 

Với k lẻ  ( )
4 2

kx k 
    và 1( )

2
f x  

Vậy giá trị cực đại của hàm số ( )f x là 1 khi  ( )
2
kx k

  và giá trị cực tiểu

của hàm số ( )f x là 1
2

khi  ( ).
4 2

kx k 
  

2.1.1.3. Bài toán tự luyện

Bài 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số sin5 cos5y x x  với

.
4 4

x 
 

Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 3 2

1( 2)
x x
xy x e
 
  trên

đoạn  2;5 .
Bài 3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 2 5 6y x x   trên
đoạn  3;5 .
Bài 4. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 1 3y x x    .

Bài 5. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 21 1y x x x x      trên đoạn  2;3 .

2.1.2. Phương pháp đặt ẩn số phụ
Trong nhiều trường hợp, việc tính đạo hàm, tìm các điểm tới hạn, hoặc

xét dấu của đạo hàm của hàm số đã cho gây khó khăn trong quá trình làm bài.
Khi đó ta có thể đặt ẩn phụ để đưa về bài toán đơn giản hơn.

Quy trình thực hiện được tiến hành qua các bước sau:
Bước 1: Đặt ẩn phụ, điều kiện xác định của ẩn phụ.
Bước 2: Biểu diễn hàm số đã cho theo ẩn phụ.
Bước 3: Giải bài toán tìm cực trị hoặc giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm
số theo ẩn phụ.
Bước 4: Kết luận về bài toán ban đầu.
2.1.2.1. Các bài toán
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Bài 1. Cho hàm số
4 2 2

2 2

2 1 1 1 3
1 1 1
x x xy

x x
     


   

. Tìm giá trị lớn

nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số.

Bài giải

Điều kiện xác định: 1 1.x  

Đặt 2 2 4 21 1 2 1 2.t x x x t       

 2 2

2 2 4

1 1

1 1 1

x x xx xt
x x x

  
    

  

 2 20 1 1 0 0.t x x x x        

Bảng biến thiên

x -1 0 1

t - 0 +

t

2

2 2

Từ bảng biến thiên 2 2.t  

Vậy hàm số đã cho trở thành:
2 1

1
t ty
t
 




với 2;2 .t   

 

2

2
2 0

1
t ty
t
  


với 2;2 .t   

Hàm số luôn tăng trên 2;2 . 
 

Xét tại các điểm:  2 2 2 1y   ;   72 .
3

y 

Nên giá trị lớn nhất của hàm số y là 7
3

khi 2t  và giá trị nhỏ nhất của hàm số

y là 2 2 1 khi 2.t 
Với 2t  thì 0.x 
Với 2t  thì 1.x 
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Vậy giá trị lớn nhất của hàm số y là 7
3

khi 0x  và giá trị nhỏ nhất của hàm số

y là 2 2 1 khi 1.x 
Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số

1 3 ( 1)(3 ).y x x x x      

Bài giải

Điều kiện xác định: 1 3.x  

Đặt   21 3 4 2 1 3t x x t x x        

  
241 3

2
tx x 

    

Vì  2 4 2 ( 1)(3 ) 4, 1;3 .t x x x       

 2;2 .t  

Khi đó
2 24 2.

2 2
t ty t t

    

Ta có: 1.y t  

0 1 0 1.y t t       
Xét tại các điểm:

( 2) 2y    ; 5( 1)
2

y 
  ; (2) 2.y 

Nên giá trị lớn nhất của hàm số y là 2 khi 2t  và giá trị nhỏ nhất của hàm số

y là 5
2
 khi 1.t  

Với 2t  thì 3.x 

Với 1t   thì 71 .
2

x  

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số y là 2 khi 3x  và giá trị nhỏ nhất của hàm số

y là 5
2
 khi 71

2
x   .

Bài 3: Tính giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số sau:

1 2sin3 1 2cos3 .y x x   

Bài giải

Điều kiện xác định .D   Ta có 0y  nên y đạt giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn

nhất thì 2y cũng đạt giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất.
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Ta có:     2 6 4 sin3 cos3 2 1 2sin3 1 2cos3y x x x x     

   6 4 sin3 cos3 2 1 2 sin3 cos3 2sin 6 .x x x x x      

Đặt sin3 cos3 , 2 2.t x x t    
2 2

2 2 2

2

2

(sin3 cos3 )
sin 3 2sin3 cos3 cos 3
1 sin 6

sin 6 1.

t x x
t x x x x
t x

x t

  

   

  

  
Lúc đó:    2 26 4 2 1 2 2 1y f t t t t      

26 4 2 2 2 1 .t t t    

Ta có: 2

1 3
22 2 1 0 2; 2 .

1 3
2

t
t t

t

  


         


Do đó:   26 4 2 2 2 1f t t t t    

2

2

1 3 3 14 8 4, 2; ; 2 ,
2 2

1 3 3 14 8, ; .
2 2

t t t

t t

      
        

     
       
 

Đặt 2
1( ) 4 8 4f t t t   với 1 3 3 12; ; 2 .

2 2
t

     
     
   

1( ) 8 8.f t t  

1( ) 0 8 8 0 1.f t t t       

2
2 ( ) 4 8f t t   với 1 3 3 1;

2 2
t

   
  
 

2 ( ) 8 .f t t  

2( ) 0 8 0 0.f t t t      

Vậy ( ) 0f t  khi 1, 0.t t  

Dễ thấy ( )f t không xác định tại 1 3 3 1,
2 2

t t  
  
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Trên khoảng ( 2; 2) hàm số có 4 điểm dừng
1 3 3 1, 1, 0, .

2 2
t t t t  
    

Ta có: ( 2) 12 8 2f    ; 3 1 4 2 3
2

f
  

  
 

; ( 1) 4f   ; (0) 8f  ;

3 1 4 2 3
2

f
 

  
 

; ( 2) 12 8 2f   .

Do đó giá trị nhỏ nhất của  f t là  2
4 2 3 3 1   và giá trị lớn nhất của

( )f t là  2
12 8 2 2 2 2 .  

Vậy giá trị nhỏ nhất của 2y là 2( 3 1) nên giá trị nhỏ nhất của hàm số y là

3 1 và giá trị lớn nhất của 2y là 2(2 2 2) nên giá trị lớn nhất của hàm số

y là 2 2 2.

2.1.2.2. Bài toán tự luyện

Bài 1. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 1 2 3 1.
2 1 3 1
x xy
x x
   


   

Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 2 6 .
2 2 6

x xy
x x
  


  

Bài 3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 2 2

2 2

3 4 2 2 1.
2 2 1
x x xy

x x
     


   

Bài 4. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2

2
1 1cos cos .

cos cos
y x x

x x
   

Bài 5. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
4 4sin cos cos sin

.
sin cos

x x x x
y

x x





Bài 6. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
3 3 ( 3)(3 ).y x x x x      

2.2. Tìm cực trị và giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số hoặc biểu
thức nhiều biến
2.2.1. Phương pháp khảo sát trực tiếp hàm số
2.2.1.1. Phương pháp khảo sát trực tiếp hàm số
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Là phương pháp giải trực tiếp các hàm số theo lý thuyết đã trình bày ở
chương 1.

2.2.1.2. Các bài toán

Bài 1. Tìm cực trị địa phương của hàm số 3 2( , ) 3 30 18 .u f x y x xy x y    

Bài giải
Ta có:

2 23 3 30;f x y
x


  


6 18.f xy
y


 


Xét hệ:
2 2 2 23 3 30 0 10
6 18 0 3

x y x y
xy xy

       
   

22 2
2

9 10,    (1)10
3 3 .

yx y y
x xy y

           
Giải (1) ta có:

2
2

9 10y
y

 

4 29 10y y  

4 210 9 0y y   

1 3,
3 1,
3 1,
1 3.

y x
y x
y x
y x

    
     
   
   

Vậy hàm số u có 4 điểm dừng 1 2 3 4( 3; 1),  ( 1; 3),  (1;3),  (3;1).P P P P   

Ta có:
2

2 6 ;f x
x






2

6 ;f y
x y



 

2

2 6 .f x
y





+ Tại 1( 3; 1)P   :

2

12 ( ) 18;fA P
x


  


2

1( ) 6;fB P
x y


  
 

2

12 ( ) 18.fC P
y


  


Ta có: 2 2( 18).( 18) ( 6) 288 0.AC B         

Vì 0, 0A   nên hàm số đạt cực đại địa phương tại 1( 3; 1)P   và có giá trị
cực đại là 72.

+ Tại 2( 1; 3)P   :
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2

22 ( ) 6;fA P
x


  


2

2( ) 18;fB P
x y


  
 

2

22 ( ) 6.fC P
y


  


Ta có: 2 2( 6).( 6) ( 18) 288 0.AC B          

Vậy hàm số không đạt cực trị địa phương tại 2( 1; 3)P   .

+ Tại 3(1;3)P :
2

32 ( ) 6;fA P
x


 


2

3( ) 18;fB P
x y


 
 

2

32 ( ) 6.fC P
y


 


Ta có: 2 26.6 18 288 0.AC B       

Vậy hàm số không đạt cực trị địa phương tại 3(1;3).P

+ Tại 4(3;1)P :
2

42 ( ) 18;fA P
x


 


2

4( ) 6;fB P
x y


 
 

2

42 ( ) 18.fC P
y


 


Ta có: 2 218.18 6 288 0.AC B      

Vì 0, 0A   nên hàm số đạt cực tiểu địa phương tại 4(3;1)P và có giá trị cực
tiểu là 72 .

Bài 2. Tìm cực trị địa phương của hàm số   4 4 2, 2( ) .u f x y x y x y    
Bài giải

Ta có: 34 4 4 ;f x x y
x


  


34 4 4 .f y x y
y


  


Xét hệ:
3 3

3 3

4 4 4 0 0,    (1)
4 4 4 0 0.   (2)
x x y x x y
y x y y x y

      
 

      

Lấy phương trình (1) trừ đi phương trình (2) ta được:
3 3 0x x y y x y     

3 3 2 2 0x y x y    

2 2( )( ) 2( ) 0x y x xy y x y      

2 2( )( 2) 0x y x xy y     

2 2 2 2

0 ,
2 0 2 0.

x y y x
x xy y x xy y

   
          

Thay y x vào 3 0x x y   ta được:
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3 0 0.x x x x    
Với 0x  thì 0.y 

Vậy hàm số có 1 điểm dừng (0;0).P
Ta có:

2
2

2 12 4;f x
x


 



2

4;f
x y


 
 

2
2

2 12 4.f y
y


 


2

2 ( ) 4;fA P
x


 


2

( ) 4;fB P
x y


  
 

2

2 ( ) 4.fC P
y


 


Vì 2 0AC B    nên không có sự kết luận gì về sự tồn tại cực trị của hàm số.

Trong lân cận (0;0)P ta thấy ( , ) 0f x y  , vậy hàm số đạt cực tiểu tại (0;0).P
Bài 3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số

2 2( , )f x y x y xy x y     trong miền  0, 0, 3 .D x y x y     

Bài giải

+ Xét miền trong của D:

 0, 0, 3 .U x y x y     

Ta có: 2 1f x y
x


  


; 2 1.f y x
y


  


Ta xét hệ:
2 1 0 1,
2 1 0 1.
x y x
y x y
     

      

Vậy hàm số có 1 điểm dừng trong U : ( 1; 1)M   và ( ) 1.f M  

+ Xét trên biên của D:

Trên đoạn OB: 0, 3 0y x    thì

2( , ) .f x y x x 

2 1.
10 2 1 0 .
2

x

x

f x

f x x

  

       

Xét tại các điểm:
1 1,0 ; ( 3,0) 6; (0,0) 0.
2 4

f f f       
 

Trên đoạn OA: 0, 3 0x y    thì
2( , ) .f x y y y 

x0
B

A

-3

-3

y
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2 1.
10 2 1 0 .
2

y

y

f y

f y y

  

       

Xét tại các điểm:
1 10, ; (0, 3) 6; (0,0) 0.
2 4

f f f       
 

Trên đoạn AB: 3 , 3 0y x x      thì

2 2( , ) ( 3 ) ( 3 ) 3f x y x x x x x x         
23 9 6.x x  

6 9.xf x  
30 6 9 0 .

2xf x x       

Xét tại các điểm:

3 3 3, ;
2 2 4

f      
 

( 3,0) 6;f   (0, 3) 6f  

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số  ,f x y là 6 tại các điểm ( 3;0), (0; 3) và giá

trị nhỏ nhất của hàm số  ,f x y là 1 tại điểm ( 1; 1)  .

Bài 4: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
3 3( , ) 3f x y x y xy   trong miền  0 2, 1 2 .D x y     

Bài giải
+ Xét miền trong của D:

 0 2, 1 2 .U x y     

Ta có: 23 3 ;f x y
x


 


23 3 .f y x
y


  


Xét hệ:
2 2

2 2

3 3 0 0
3 3 0 0
x y x y
y x y x

    
 

      

2
2

4 0
0

1

y x
y x

x
x x

x

 
     
     

0 0
1 1

x y
x y
  

     
( Loại vì không thuộc miền trong của D ).

+ Xét trên biên của D:

2
CD

0

y

2

-1 A B

x
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Trên đoạn AB: 1,0 2y x    thì

3( , ) 3 1.f x y x x  

23 3.xf x  

2 20 3 3 0 1xf x x        (Vô lí).

Trên đoạn DC: 2,0 2y x   thì

3( , ) 6 8.f x y x x  

23 6.xf x  

Vì 2x   không thỏa mãn 0 2x  nên ta loại 2.x  

Xét tại các điểm:
( 2,2) 8 4 2f    ; (0,2) 8f   ; (2,2) 12.f  

Trên đoạn AD: 0, 1 2x y    thì

3( , ) .f x y y 
23 .yf y  

20 3 0 0.yf y y      

Xét tại các điểm:

(0,0) 0f  ; (0, 1) 1f   ; (0,2) 8.f  

Trên đoạn BC: 2, 1 2x y    thì

3( , ) 8 6 .f x y y y  
23 6.yf y   

2 20 3 6 0 2yf y y         (vô lí).

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số ( , )f x y là 1 tại điểm (0; 1) và giá trị nhỏ nhất

của hàm số ( , )f x y là 8 4 2  tại điểm ( 2;2) .

Bài 5: Tìm cực trị của hàm số 2 2( , ) 2 2 1u f x y x y x y      với điều kiện
2 2 4 0.x y  

2 2,
0 3 6 0

2.
x

x
f x

x

 
      

 



38

Bài giải

Ta có: 2 2 2 2( , , ) 2 2 1 ( 4).F x y x y x y x y        

2 2 2 ,f x x
x


  


2 2 2 ,f y x

y


  


2 2 4.f x y



  


Xét hệ
2 2 2 2

2 2

1
12 2 2 0 (1 ) 1

12 2 2 0 (1 ) 1
1

4 0 4 4

x
x x x
y x y y
x y x y x y

 
 



        
                     



2 2

2

2

1 1 4
(1 ) (1 )

2 4
(1 )
2 4(1 )

 




  
 

 


  
22 4 8 4    

1

2

2 2 ,
2

2 2 .
2





  



  



Hệ có nghiệm

1

1

1

2 2
2
2

2

x

y


  



 
 

hoặc
2

2

2

2 2 ,
2

2,

2.

x

y


  



  
  

Ta có:
2

2 2 2 ,f
x


 



2

0,f
x y



 

2

2 2 2 .f
y


 


2 2 2(2 2 ) 0 (2 2 ) .d F dx dxdy dy      

2 2( , ) 0 4 0g x y x y    

2 2 0xdx ydy  
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.xdxdy
y

  

2 2
2 2

2(2 2 ) (2 2 ) x dxd F dx
y

     

2 2
2

2(2 2 ) .x y dx
y

 
 

Với 1
2 2

2
  
 thì 2 2 22 2 2 2 2 22 2. 2 2 0.

2 2 2
d F dx dx

       
      

   

Với 2
2 2

2
  

 thì 2 2 22 2 2 2 2 22 2. 2 2 0.
2 2 2

d F dx dx
       

       
   

Với 2 2
2

  
 thì  2 22, 2 2 2 0d F dx  thì hàm số có điều kiện đạt cực

tiểu tại  2; 2M và giá trị cực tiểu là 5 4 2 ; với 2 2
2

  
 thì

 2 22, 2 2 2 0d F dx     thì hàm số có điều kiện đạt cực đại tại

 2; 2N   và giá trị cực đại là 5 4 2 .

2.2.1.3. Bài toán tự luyện

Bài 1. Tìm cực trị địa phương của hàm số   4 4 2 2, 2 2 .u f x y x y x y    

Bài 2. Tìm cực trị địa phương của hàm số 2 2( , ) 2 1.u f x y x y xy y     

Bài 3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 2( , ) 2 2 2 2 3u f x y x y x y      trên miền  2 2( , ) 4 .D x y R x y   

Bài 4. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số
2 2( , ) 3 3 1u f x y x y x y      trên miền  2 2( , ) 9 .D x y R x y   

Bài 5. Tìm cực trị của hàm số ( , ) 6 4 3u f x y x y    với điều kiện
2 2 1.x y 

2.2.2. Sử dụng phép thế đưa về hàm số một biến
2.2.2.1. Sử dụng phép thế đưa về hàm số một biến

Trong giải tích nhiều biến, việc tìm cực trị và tìm giá trị lớn nhất, nhỏ
nhất của hàm số nhiều biến ( , )f x y thường phức tạp hơn nhiều so với hàm số
một biến. Một trong những kỹ thuật được sử dụng để đơn giản hóa bài toán là
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phương pháp thế, tức là từ điều kiện ràng buộc của bài toán đã cho, tính y theo
x (hoặc tính x theo y) rồi thay vào hàm số ( , )f x y để đưa về hàm một biến. Ta
cũng có thể tính x và y theo biến mới t (phương trình tham số) rồi thay vào hàm
số ( , )f x y để đưa về hàm một biến theo t. Khi đó, bài toán tìm cực trị và tìm giá
trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số nhiều biến được đưa về bài toán tìm cực trị
hoặc tìm giá trị lớn nhất nhỏ nhất của hàm một biến.

Quy trình thực hiện phương pháp thế được tiến hành qua các bước sau:

Bước 1: Từ mối liên hệ giữa các biến, rút biến này theo biến kia và tìm miền
xác định của mỗi biến.
Bước 2: Thế vào hàm số nhiều biến ban đầu để đưa về hàm số 1 biến.
Bước 3: Giải bài toán tìm cực trị hoặc giá trị lớn nhất, nhỏ nhất đối với hàm một
biến.
Bước 4: Kết luận đối với hàm nhiều biến ban đầu.
2.2.2.2. Các bài toán

Bài 1. Cho 0, 0x y  và  + 1.x y  Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ
nhất của 2 2(4 3 )(4 3 ) 25 .u x y y x xy   

Bài giải

Từ 1,x y  ta có 1 –  y x và do 0, 0x y  nên suy ra 0 1.x 

Khi đó
   2 24 3 4 3 25u x y y x xy         224 3 1 4 1 3 25 1x x x x x x           

  2 2 24 3 3 4 8 4 3 25 25x x x x x x x       
4 3 216 – 32  18  – 2 12.x x x x  

Ta có:
3 264 – 96 36 – 2.u x x x  

3 2

1 ,
2

2 30 64 – 96   36 – 2 0 ,
4

2 3 .
4

x

u x x x x

x

 


      


 
Xét tại các điểm:

   1 25 2 3 191 2 3 191;  ;  ;  0 12;  1 12.
2 2 4 16 4 16

u u u u u
              

     
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Vậy giá tri lớn nhất của hàm số u là
25
2

khi
1 1,
2 2

x y  và giá trị nhỏ nhất của

hàm số u là 191
16

khi 2 3 2 3,
4 4

x y 
  hoặc 2 3 2 3, .

4 4
x y 
 

Bài 2. Cho  0,   0x y  và 2x y  . Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ

nhất của
2 2 3

3 1
x xy y xu

x xy
   


 

.

Bài giải

Từ 2 2 –x y y x    . Do   0,   0 0;2 .x y x   

Khi đó
2 2 2

2
(2 ) (2 ) 3 1
3 (2 ) 1 1

x x x x x x xu
x x x x x

       
  

    
2

2 2
2 2

( 1)
xu

x x
  

 

2 1,
0 2 2 0  

1.
x

u x
x
        

Vì  1 0;2x    nên ta loại 1.x  

Xét tại các điểm:

 0 1;u  1(1) ;
3

u 
3(2)
7

u 

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số u là 1 khi 2 3 2 3,
4 4

x y 
  và giá trị nhỏ

nhất của hàm số u là 1
3

khi 0, 2.x y 

Bài 3. Cho 0,  0x y  và 2 2   1.x y  Tìm giá trị nhỏ nhất của 3 3
1 1u
x y

  .

Bài giải

Đặt cos , sinx t y t  với  0; .
2

t   
 

Khi đó

3 3

2 2

6 6 4 4

1 1
cos sin
3cos sin 3cos sin 3sin 3cos

cos sin cos sin

u
t t
t t t t t tu
t t t t

  

     

Ta có:
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5 5
4 4 4 4

3sin 3cos 3sin 3cos0 0 cos sin
cos sin cos sin 4

t t t tu t t t
t t t t

           

Bảng biến thiên

0 π
4

π
2

Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm số u là 4 2 khi 2 .
2

x y 

Bài 4. Cho 0,  0x y  và 2 2   1.x y  Tìm giá trị nhỏ nhất của
 .u y x y 

Bài giải

Đặt cos ,  sinx t y t  với  0; .
2

t   
 

Khi đó
  2sin cos sin sin cos  + sin .u t t t t t t  

Ta có:
2 2cos – sin 2sin cos cos2 sin 2 .u t t t t t t    

30  cos2 sin 2 0 tan 2 1
8

u t t t t           

Xét tại điểm:

 1,208.3
8

u    
 

Bảng biến thiên

t 0 3π
8

π
2

Với .92,0;38,0
8

3
 yxt 

Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm số u là 1,208 khi .92,0;38,0  yx

x

u 

u

0 +-

4 2

u

u

0 +

1,208

-
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Bài 5: Cho 0,  0x y  và + 1 .x y  Tìm giá trị nhỏ nhất của

1 1
x yu
x y

 
 

.

Bài giải

Đặt 2 2cos , sinx t y t  với  0; .
2

t   
 

Khi đó
2 2 2 2

2 2

cos sin cos sin
sin cos1 cos 1 sin

t t t tu
t tt t

    
 

Ta có:
3 3

2 2
cos sin2cos 2sin
sin cos

t tu t t
t t

      

3 3

2 2
cos sin0 2cos 2sin 0
sin cos

t tu t t
t t

       

3 3

2 2
cos sincos 2sin
sin cos 4

t tt t t
t t


      

Xét tại điểm:

( ) 2.
4

u 


Bảng biến thiên

0 π
4

π
2

- 0 +

Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm số u là 2 khi 1 .
2

x y 

2.2.2.3. Bài toán tự luyện

Bài 1. Cho 2 =y  +x . Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của .y +  x=u  4 4

Bài 2. Cho 0,0  yx và 1 =y  +x . Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của

12
422





xyx

xyxyxu .

Bài 3. Cho 3 số zyx ,, thoả mãn 0 zyx và 1222  zyx . Tìm giá trị
lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của .555 zyxu 

Bài 4. Cho 0,0  yx và 233  yx . Tìm giá trị lớn nhất của .22 yxu 

x
u’

u
2



44

Bài 5. Cho 0,  0x y  và 2 2   1.x y  Tìm giá trị nhỏ nhất của 6 6
1 1u
x y

  .

2.2.3. Đặt ẩn số phụ đưa về hàm số một biến
2.2.3.1. Đặt ẩn số phụ đưa về hàm số một biến

Trong quá trình nghiên cứu các bài toán cực trị, nhiều khi biểu thức cần
khảo sát có dạng phức tạp, khó áp dụng trực tiếp các quy tắc đạo hàm. Khi đó,
phương pháp đặt ẩn số phụ được sử dụng nhằm đơn giản hóa biểu thức bằng
cách đặt một phần biểu thức bằng một ẩn mới, giúp đưa bài toán về dạng hàm
một biến.

Quy trình thực hiện phương pháp đặt ẩn phụ được tiến hành qua các
bước sau:

Bước 1: Đặt ẩn phụ, điều kiện xác định của ẩn phụ.

Bước 2: Biểu diễn hàm số theo ẩn phụ.

Bước 3: Giải bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số theo ẩn
phụ.

Bước 4: Kết luận theo yêu cầu bài toán.

2.2.3.2. Các bài toán

Bài 1. Cho ,x y là các số thực thỏa mãn 1 yx và 122  yxxyyx .

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của .
1


yx
xyu

Bài giải
Đặt .1 tyxt

Ta có: 2 2 2 2( ) 2 2 .x y x y xy t xy      (1)

Thay (1) vào phương trình 122  yxxyyx ta được:

122  txyxyt

2 1t xy t   

2 1.xy t t   

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có:

xyyx 4)( 2  với Ryx  ,

)1(4 22  ttt
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444 22  ttt

0443 2  tt

2 2.
3

t  

Thay xyttyxt  1 , 2 vào hàm
1


yx
xyu ta được:

1
1)(

2





t
tttfu với 2 ;2 , 1.

3
t t      

2 2 2 2

2 2 2
(2 1)( 1) ( 1) 2 2 1 1 2( )

( 1) ( 1) ( 1)
t t t t t t t t t t tf t

t t t
               

  

2 2,
( ) 0 2 0

0.
t

f t t t
t
        

Vì 22 ;2
3

t       
nên ta loại 2.t  

Xét tại các điểm :

(0) 1;f  
2 1
3 3

f    
 

; 1(2)
3

f  

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số u là
3
1 và giá trị nhỏ nhất của hàm số u là .1

Bài 2. Cho các số thực dương x và y thỏa mãn 1 yx . Tìm giá trị

nhỏ nhất của
xyyx

u 11
33 


 .

Bài giải

Ta có .31)(3)( 333 xyyxxyyxyx  Do đó 1 1 .
1 3

u
xy xy

 


Theo bất đẳng thức Côsi ta có: xyyx 4)( 2  , với mọi số dương ., yx

Đặt xyt  vì xyyx 4)( 2  nên 10 4 1 0 .
4

xy xy    

Vậy bài toán trở thành:
tt

tfu 1
31

1)( 


 với 10;
4

t    

2 2
3 1 3 3( ) 0 .

(1 3 ) 6
u f t t

t t
      



Vì 3 3 10;
6 4

t      
nên ta loại 3 3 .

4
t 

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Lập bảng biến thiên của hàm số )(tf trên 10; .
4

t    

0
6

33
4
1

- 0 +


Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm )(tf là 324  khi
6

33
t .

Do đó giá trị nhỏ nhất của hàm số u là 324  khi
























 










 


3
3321

2
1;

3
3321

2
1);( yx hoặc

1 2 3 3 1 2 3 3( ; ) 1 ; 1 .
2 3 2 3

x y
           

        

Bài 3. Cho các số thực dương x và zy, thỏa mãn 1 zyx . Tìm giá

trị nhỏ nhất của .111
zyx

zyxu 

Bài giải
Đặt .3 xyzt 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 3 số dương zyx ,, ta có:

txyzzyx 333  và 3
3

1 1 1 1 3 33 .
x y z xyz txyz
    

Khi đó
1 1 1 33 .u x y z t
x y z t

       

Vì , ,  x y z là 3 số thực dương và 13  zyxt nên .
3
10  t

Xét hàm

t
ttf 33)(  với 10; .

3
t    

2
3( ) 3 0f t
t

    với 10; .
3

t    

t

( )f t

( )f t

324 

8
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Bảng biến thiên của hàm số
t

ttf 33)(  trên nửa khoảng 10; .
3

 
  

0
3
1

-


10

Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm )(tf là 10 khi
3
1

t mà .10)(  tfu

Dấu “=” xảy ra khi .
3
1

 zyx

Suy ra giá trị nhỏ nhất của hàm số u là 10 khi .
3
1

 zyx

Bài 4. Cho hai số thực khác không yx, và thỏa mãn

  .22 xyyxxyyx  Tìm giá trị lớn nhất của .11
33 yx

u 

Bài giải

Đặt






Pxy
Syx với điều kiện: 042  PS (*). Từ giả thiết .0,  PS

Ta có:     .3222 xyyxxyyxxyyx  Thay






Pxy
Syx vào ta có:

2
2 3 .

3
SSP S P P
S

   


Từ điều kiện (*), ta có:

0
3
10

3
404 2

2
22 















S
SS

S
SSPS













1
3

0
3
1

S
S

S
S (1) (với 0S ).

Khi đó, hàm số trở thành :

      2

2233

2

33

22

33

33

33

11
yx
yx

yx
xyyx

yx
xyyxyx

yx
yx

yx
u 












 2
2

2

2

)(3 Sf
S

S
P
Su 






 

 , với S thoả điều kiện
3,

1.
S
S
 

 

t

( )f t

( )f t
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Ta có: 2
3 3( ) ( ) 0Sf S f S

S S
      và

3,
1.

S
S
 

 
Bảng biến thiên

 -3 1 

- -

1

0

4

1

Vậy 4)(0  Sf nên .160 u

Do đó giá trị lớn nhất của u là 16 khi và chỉ khi
4
1,1  PS hay giá trị lớn

nhất của u là 16 đạt được khi và chỉ khi .
2
1

 yx

Bài 5. Cho ba số thực không âm zyx ,, và thỏa mãn .3 zyx Tìm
giá trị lớn nhất của    .222222 xzxzzyzyyxyxu 

Bài giải

Không giảm tổng quát ta có thể giả sử: .30  zyx

Ta có : ,
0)(
0)(

222

222
















zzxzx
yyxyx

zxx
yxx

khi đó suy ra:

 22 2 2 2 2 2( ) 3 .u y z y yz z y z y z yz       

Kết hợp với giả thiết
3

3.
0 3
x y z

y z x y z y z
x y z
  

           
Mặt khác, theo Bất đẳng thức Côsi, lại có: 32  zyyz nên suy ra

.
4
90  yz (*)

Do đó
2 2 9(9 3 ),0 .

4
u y z yz yz   

Đặt .t yz

t

f’(t)

f(t)
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Xét hàm số 2 3 9( ) 9 3 , 0; .
4

f t t t t       
2( ) 18 9 .f t t t  

2 0,
( ) 0 18 9 0

2.
t

f t t t
t
       

Xét tại các điểm:

(0) 0f  ; 12)2( f ; 9 729 11,39.
4 64

f     
 

Vậy giá trị lớn nhất của hàm số ( )f t là 12 khi 2t  hay giá trị lớn nhất của hàm
số u là 12.

Bài 6. Cho các số thực dương x và y thỏa mãn .222  yx Tìm giá trị
lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của xyyxu 3)(2 33  .

Bài giải

Ta có:
3 3 2 22( ) 3 2( )( ) 3 2( )(2 ) 3 .u x y xy x y x xy y xy x y xy xy           

Ta có: ,
2

2)( 2 


yxxy vì thế sau khi đặt yxt  thì:
2 2

3 22 2 3( ) 2 2 3 6 3.
2 2 2

t tu t t t t t
  

        
 

Ta có: .224)(
2

)( 2
2

22 


 tyxyxyx

Xét hàm số 36
2
3)( 23  ttttu với 2 2.t  

Ta có 2( ) 3 3 6.u t t t    

2 1,
( ) 0 3 3 6 0

2.
t

u t t t
t
          

Xét tại các điểm:
13( 2) 7;  (1) ;  (2) 1.
2

u u u    

Với 2t   thì 1.x y  

Với 1t  thì 1 3 1 3;
2 2

x y 
  hoặc 1 3 1 3; .

2 2
x y 
 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm số u là 7 khi 1x y   và giá trị lớn nhất của

hàm số u là 13
2

khi 1 3 1 3;
2 2

x y 
  hoặc 1 3 1 3; .

2 2
x y 
 

2.2.3.3. Bài toán tự luyện
Bài 1. Cho ba số thực zyx ,, và thỏa mãn .2222  zyx Tìm giá trị lớn nhất

của .3333 xyzzyxu 

Bài 2. Cho yx , là các số thực thỏa mãn .122  yx Tìm giá trị lớn nhất và giá trị

nhỏ nhất của
2

2

221
)6(2
yxy

xyxu



 .

Bài 3. Cho yx , là các số thực thỏa mãn . 24xy y) +(x  3  Tìm giá trị nhỏ nhất
của .1)(2)(3 222244  yxyxyxu

Bài 4. Cho zyx ,, là các số thực thỏa mãn .1222  zyx Tìm giá trị lớn nhất
và giá trị nhỏ nhất của .zxyzxyzyxu 

Bài 5. Cho yx , là các số thực không đồng thời bằng 0 và thỏa mãn 1 yx .

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của .
11

1
2

2

2

2

22 








x
y

y
x

yx
u

2.3. Một số bài toán ứng dụng

2.3.1. Bài toán cực trị trong hình học
Các bài toán hình học thường quy về việc biểu diễn một đại lượng hình

học (diện tích, thể tích, khoảng cách, độ dài…) dưới dạng hàm số một biến rồi
tìm cực trị của hàm này.

2.3.1.1. Các bước giải bài toán hình học bằng đạo hàm

Bước 1: Xác định đại lượng cần tối ưu (diện tích, khoảng cách, thể tích…).

Bước 2: Biểu diễn đại lượng đó dưới dạng hàm số một biến ( )y f x và tìm tập
xác định hoặc giới hạn giá trị của biến.

Bước 3: Giải bài toán đối với hàm một biến ( )y f x .

Bước 4: Kết luận.

2.3.1.2. Một số dạng bài toán thường gặp

Bài 1. (THPT Hàm Rồng – Thanh Hoá 2025) Cho hình vuông có cạnh
bằng 4 m, chính giữa có một hình vuông đồng tâm với hình vuông (xem hình vẽ).
Biết rằng bốm tam giác tô màu trên hình là bốn tam giác cân. Người ta cần sơn
cho hình vuông ở giữa và bốn tam giác cân trên, chi phí là 900 nghìn đồng trên
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1 2m . Hỏi cần bỏ ra ít nhất bao nhiêu triệu đồng (kết quả làm tròn đến hàng phần
chục)?

Bài giải

Đặt 2 2 2(0 4) 4 2 ; 2; 2 (4 2 ) .AM x x ME x MN x MQ ME x         

Gọi S tổng diện tích của hình vuông ở giữa và bốn tam giác cân nhỏ.

 
2 2

2 2 2 2 24 2 (4 2 ) 2 6 16 16.
2

MQS PQ MQ MN x x x x          

12 16.S x  

40 12 16 0 .
3

S x x      

Bảng biến thiên:

x
0 4

3
4

S  0 

S

16
3

Từ bảng biến thiên suy ra diện tích nhỏ nhất min
16.
3

S 

Vậy số tiền tối thiểu là 16 0,9 4,8
3

T    triệu đồng.

Bài 2. (THPT Hàm Rồng - Thanh Hóa 2025) Một ông chủ nhà muốn
làm một cái thang cứu hộ khi có nguy hiểm xảy ra. Ông ta muốn làm cái thang
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để nó đứng dưới đất vươn qua hàng rào tựa vào ngôi nhà (tham khảo hình vẽ).
Với hàng rào cao 2,4 mét được đặt song song và cách bức tường của ngôi nhà
một khoảng bằng 1,5 mét. Chiều dài ngắn nhất của cây thang bao nhiêu centimet
(cm) để nó đứng dưới đất vươn qua hàng rào tựa vào ngôi nhà (làm tròn đến
hàng đơn vị)?

Bài giải

Gọi góc hợp bởi thang và mặt đất là 0 .
2
    

 

Chiều dài thang là .BC BM MC 

Tam giác vuông MHB có 2,4 .
sin

BM


 Tam giác vuông MNC có 1,5 .
cos

MC




Khi đó 2,4 1,5 .
sin cos

BC BM MC
 

   

Xét hàm số 2,4 1,5
sin cos

y
x x

  với 0; .
2

x   
 

3 3

2 2 2 2
2,4cos 1,5sin 2,4cos 1,5sin .
sin cos sin cos

x x x xy
x x x x

     
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3 3 3 3
2,4 80 2,4cos 1,5sin 0 tan tan
1,5 5

y x x x x          ,

do 0;
2

x   
 

nên 0,863 .x rad

Ta có bảng biến thiên

x 0 0,863
2


y  0 

y

5,47

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy chiều dài thang bé nhất xấp xỉ 5,47m hay
547  .cm

Bài 3. (Sở Bắc Ninh 2025) Một đường dây điện được nối từ một nhà máy
điện ở A (nằm tại bờ biển là đường thẳng AB ) đến một hòn đảo ,C khoảng
cách ngắn nhất từ đảo về bờ biển là đoạn BC dài 1km khoảng cách từ B đến A
là 4km được minh hoạ bằng hình vẽ dưới đây.

Biết rằng mỗi km dây điện đặt dưới nước chi phí mất 5 000 US ,D còn đặt dưới
đất chi phí mất 3 000 .USD Hỏi điểm S trên bờ cách A bao nhiêu để khi mắc
dây điện từ A qua S rồi đến C có chi phí là ít nhất?

Bài giải

Đặt SA x với 0 4.x 
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Khi đó 4BS x  và 2 2 21 (4 ) .CS BC BS x    

Chi phí lắp đặt dây điện từ A đến S là 1 3000 .P x

Chi phí lắp đặt dây điện từ C đến S là 2
2 5000 1 (4 ) .P x  

Tổng chi phí lắp đặt dây điện là:

2
1 2 3000 5000 1 (4 ) .P P P x x     

Xét hàm số 2( ) 3000 5000 1 (4 )f x x x    trên khoảng (0;4).

Ta có:
2

5000(4 )( ) 3000 .
8 17

xf x
x x

  
 

2 13( ) 0 5(4 ) 3 8 17 .
4

f x x x x x        

Bảng biến thiên

x 0 13
4

4

( )f x  0 

( )f x

16 000

Vậy để chi phí mắc dây điện là ít nhất thì điểm S cách A một khoảng là
13 3,25 .
4

km

Bài 4. (THPT Chuyên Vĩnh Phúc 2025) Hai con tàu A và B đang ở
cùng một vĩ tuyến và cách nhau 6 hải lí. Cả hai tàu đồng thời cùng khởi hành.
Tàu A chạy về hướng Nam với vận tốc 5 hải lí/giờ, còn tàu B chạy về vị trí
hiện tại của tàu A với vận tốc 7 hải lí/giờ. Hỏi sau bao nhiêu giờ thì khoảng
cách giữa hai tàu là bé nhất?
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Bài giải

Giả sử ban đầu tàu A ở vị trí A và tàu B ở vị trí .B Sau khoảng thời gian :t

Tàu A di chuyển được quãng đường 5t về phía Nam đến vị trí 1.A

Tàu B di chuyển được quãng đường 7t đến vị trí 1.B

Khoảng cách từ vị trí 1B đến vị trí A là 6 7 .t

Áp dụng định lý Pytago ta có:

   2 2 2
1 1 ( ) 6 7 5 74 84 36.d AB f t t t t t       

Để khoảng cách giữa hai tàu nhỏ nhất, thì hàm số 2( ) 74 84 36g t t t   đạt giá
trị nhỏ nhất.

Xét hàm số 2( ) 74 84 36.g t t t  

( ) 148 84.g t t  
21( ) 0 148 84 0 .
37

g t t t      

Bảng biến thiên

t


21
37



( )g t  0 

( )g t

450
37

Vậy thời điểm khoảng cách giữa hai tàu bé nhất là 450
37

khi 21 0,57
37

t   (giờ).

Bài 5. (THPT Diễn Châu 5 - Nghệ An 2025) Cho một tấm bìa hình
vuông có cạnh 2 .m Từ tấm bìa này làm một mô hình kim tự tháp Ai Cập, người
ta cắt bỏ bốn tam giác cân bằng nhau có cạnh đáy là các cạnh của hình vuông rồi
gấp lên và ghép lại thành một hình chóp tứ giác đều.
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Thể tích của mô hình lớn nhất khi cạnh đáy của mô hình bằng 2 ( )a m
b

với

( , ; ,a b a b nguyên tố cùng nhau). Tính tổng 2 2 ?a b

Bài giải

Gọi độ dài cạnh đáy của hình chóp là ( ).x cm

Do  2 0; 2 .MN IJ x   

Ta có ; 2 2 .
2 2 2
x AC xOK OA SK AK      

Do vậy
2 2

2 2 2 2 2 .
2 4
x xSO SK OK x        

 

Khi đó thể tích khối chóp là: 21 2 2 .
3

V x x 

Xét 21( ) 2 2
3

f x x x  với  0; 2 .x

 
 

2 2
2

4 2 2 21 2 1 8 5 2( ) 2 2 2 .
3 32 2 2 2 2 2 3 2 2 2

x x x x xf x x x x
x x x

                   

2

0,
( ) 0 8 5 2 0 4 2 .

5

x
f x x x

x


       


Bảng biến thiên
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x
0 4 2

5
2

( )f x  0 

( )f x

0,267

Ta thấy thể tích của mô hình lớn nhất khi cạnh đáy của mô hình là 4 2 .
5

x 

Khi đó 2 24, 5 41.a b a b    

Bài 6. (THPT Hùng Vương - Bình Thuận 2025) Một tấm kẽm hình
vuông ABCD có cạnh bằng 30 .cm Người ta gập tấm kẽm theo hai cạnh EF và
GH cho đến khi AD và BC trùng nhau như hình vẽ bên để được một hình lăng
trụ khuyết hai đáy. Khi thể tích khối lăng trụ lớn nhất thì khoảng cách từ A đến
mặt phẳng EFGH bằng a b cm với ,a b là các số nguyên dương. Tính

2025 .T a b 

Bài giải

Thể tích khối lăng trụ là . 30. . .ABGV BC S SAEG 

Theo giả thiết ta có 2 30 15.x x  

Ta có tam giác AEG có độ dài cạnh là ( ); 20 2 ( )AE AG x cm EG x cm   
nên diện tích là:

   
 

2

2

15(15 ) (15 ) 15 (20 2 ) 15 15 (2 15)

  (15 ) 15 2 15 ( ).

S x x x x x

x x cm

          

   
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Xét hàm số  ( ) (15 ) 15 2 15f x x x   với 0 15.x 

Có:  
 
15( ) 15 2 15 (15 ) .

15 2 15
f x x x

x
     



 
 
15( ) 0 15 2 15 (15 ) 2 15 15 10.

15 2 15
f x x x x x x

x
           



Bảng biến thiên

x 0 10 15

( )f x  0 

( )f x

Giá trị lớn nhất của thể tích đạt được khi và chỉ khi diện tích AEGS đạt giá trị lớn
nhất khi đó 10.x 

Tam giác AEG đều cạnh nên 10 3( , ) 5 3.
2

d A EG  

Do ( )AEG vuông góc với ( )EFGH nên khoảng cách từ A đến ( )EFGH bằng
độ cao kẻ từ A đến .EG

Vậy
5

( , ) 5 3 2025 6080.
3

a
d A EFGH T a b

b


      
Bài 7. Cho ABC cạnh a. Người ta dựng một hình chữ nhật MNPQ có

cạnh MN nằm trên BC, hai đỉnh ,P Q theo thứ tự nằm trên hai cạnh AC và AB
của tam giác. Xác định vị trí của điểm M sao cho hình chữ nhật có diện tích lớn
nhất?

Bài giải
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Gọi H là trung điểm của .
2
aBC BH CH  

Đặt  0 .
2
aBM x x    

 
Ta có: 2 2 .MN MH a x  

0.tan 60 3.QM BM x 

Diện tích hình chữ nhật MNPQ là:
2( ) ( 2 ). 3 3 2 3 .S x a x x ax x   

( ) 3( 4 ).S x a x  

( ) 0 3( 4 ) 0 .
4
aS x a x x      

Bảng biến thiên

x 0
4
a

2
a

( )S x + 0 -

( )S x
23

8
a

Vậy vị trí điểm M là
4
aBM  thì diện tích hình chữ nhật lớn nhất là 23

8
a (đơn

vị diện tích).

Bài 8. Từ tấm bìa hình vuông cạnh 20cm người ta cắt ở 4 góc bốn hình
vuông cạnh x rồi gập lên để tạo thành một hộp không nắp. Tìm x để thể tích
hộp là lớn nhất.

Bài giải

Khi cắt bốn hình vuông cạnh  ( )x cm đáy hộp còn lại là hình vuông cạnh
20 2  ( )x cm và chiều cao là  ( ).x cm

Khi đó ta tìm được điều kiện của x là:
0 0

0 10.
20 2 0 10
x x

x
x x

  
       

Thể tích của hộp là:
 2 2 3 2( ) 20 2 (400 80 4 ) 4 80 400 .V x x x x x x x x x       
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Tính đạo hàm:
2( ) 12 160 400.V x x x   

2
10,

( ) 0 12 160 400 0 10 .
3

x
V x x x

x


      
 


Ta thấy 10x  không thoả mãn điều kiện của x nên ta loại.

Bảng biến thiên

x 0 10
3

10

( )f x  0 

( )f x

16000
27

Vậy thể tích lớn nhất đạt được là 316000  
27

cm khi 10  .
3

x cm

2.3.1.5. Bài toán tự luyện

Bài 1. Từ 1 tấm tôn hình chữ nhật có kích thước là ,a b với , 0.a b  Người ta
cắt bỏ 4 hình vuông ở 4 góc rồi gò thành 1 hình chữ nhật không có nắp. Hỏi
cạnh của hình vuông cắt đi phải bằng bao nhiêu để hình hộp có thể tích lớn nhất?

Bài 2. (Cụm Chuyên Môn Đăk Lak 2025) Một mảnh vườn hình chữ nhật có
diện tích 21000 ,m người ta muốn mở rộng thêm 4 phần đất sao cho tạo thành
hình tròn ngoại tiếp mảnh vườn (Tham khảo hình vẽ). Biết tâm của hình tròn
trùng với tâm của hình chữ nhật. Tìm diện tích nhỏ nhất minS của 4 phần đất mở
rộng. (làm tròn đến hàng đơn vị).
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Bài 3. (THPT Lê Xoay - Vĩnh Phúc 2025) Một người cưỡi ngựa xuất phát từ
A đi đến .C Điểm A nằm trong vùng đất ướt nên vận tốc của ngựa khi đi trong
vùng này là 12 / .km h Điểm C nằm trong vùng đất khô hơn nên vận tốc của
ngựa khi đi trong vùng này là 24 / .km h Hai phần đất này giáp nhau bởi một
đường thẳng d đi qua trung điểm của AC và khoảng cách từ A và C đến
đường thẳng này đều bằng 10 .km

Biết 5 41 ,AC km thời gian ít nhất để đi từ A đến C là *5 ( , ; ,at a b a b
b

 

nguyên tố cùng nhau). Tính 3 ?T a b 

Bài 4. Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 13 .cm Người ta cắt ở bốn góc của
tấm nhôm đó bốn cạnh hình vuông bằng nhau mỗi hình vuông có cạnh bằng

 ( ),a cm rồi gấp tấm nhôm để được một hộp không nắp. Tìm x để hộp nhận

được có thể tích lớn nhất.
Bài 5. (Chuyên Phan Bội Châu - Nghệ An 2025) Nhà thầy Hùng cách bờ biển
1 .km Mỗi buổi sáng thầy chạy bộ từ nhà ra bờ biển sau đó chạy dọc bờ biển

500 ,m rồi thầy chạy qua chợ hải sản để lấy thức ăn trong ngày, cuối cùng thầy

chạy về nhà. Biết chợ hải sản cách bờ biển 400m và cách nhà thầy Hùng 1km

tính quãng đường ngắn nhất mà thầy Hùng đã chạy trong mỗi buổi sáng (đơn vị
m và làm tròn đến hàng đơn vị).
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Bài 6. (Sở Bắc Ninh 2025) Hình vẽ bên minh họa một màn hình BC có chiều
cao 1,26 m được đặt thẳng đứng và mép dưới của màn hình cách mặt đất một
khoảng 1,62 .BA m Một chiếc đèn quan sát màn hình được đặt ở vị trí O trên

mặt đất. Để góc quan sát BOC là lớn nhất thì độ dài OA bằng bao nhiêu mét?

Bài 7. Từ hình vuông có cạnh bằng 6 người ta cắt bỏ các tam giác vuông cân tạo
thành hình tô đậm như hình vẽ. Sau đó người ta gập thành hình hộp chữ nhật
không nắp. Thể tích lớn nhất của khối hộp bằng?

Chú ý:

Luôn kiểm tra giới hạn xác định của biến (nhiều bài toán có điều kiện
hình học ràng buộc).

Với bài toán trên đoạn  ; ,a b cần chú ý giá trị tại hai đầu mút.

Cần trả lời bằng hình học sau khi tìm ra cực trị (toạ độ điểm, độ dài, diện
tích…).

2.3.2. Bài toán cực trị trong vật lí
Vật lý là môn khoa học thực nghiệm, các định luật, công thức vật lý được

xây dựng trên biểu thức toán học cho phù hợp với kết quả đo đạc, thí nghiệm.
Để xác định các đại lượng vật lý, giải thích sự thay đổi các đại lượng vật lý, giải
thích các hiện tượng vật lý ta cần vận dụng các công thức toán học như các hàm
số cao cấp, phép tính đạo hàm, tích phân,...
2.3.2.1. Phương pháp
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Bước 1: Tìm hiểu yêu cầu của bài toán vật lí. Xác định hàm và đối số của hàm
(ở đây đối số chính là ẩn số yêu cầu của bài toán). Lập luận hàm số ( ).y f x

Bước 2: Dùng đạo hàm để giải bài toán đối với hàm số ( ).y f x

Bước 3: Kết luận.
2.3.2.2. Các bài toán

Bài 1. Một chất điểm chuyển động theo quy luật ttts 109 23  với
t (giây) là khoảng thời gian tính từ lúc vật bắt đầu chuyển động và s (mét) là
quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong khoảng thời gian
10 giây, kể từ lúc bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được là bao
nhiêu (m/s)?

Bài giải

Áp dụng công thức tính đạo hàm ta có:
2( ) ( ) 3 18 10.v t s t t t    

Xét hàm số 2( ) 3 18 10f t t t    trên đoạn [0;10].

Ta có: ( ) 6 18f t t   

( ) 0 6 18 0 3 [0;10].f t t t        

Xét tại các điểm:
(0) 10;f  (3) 37;f  .110)10( f

Vậy vận tốc của chuyển động đạt giá trị lớn nhất trong khoảng 10s đầu tiên là
37 m/s.

Bài 2. Một vật phóng thẳng đứng lên trên (bỏ qua sức cản không khí) từ
độ cao 5m với vận tốc ban đầu 39,2 m/s. Biết quỹ đạo cao (mét) theo thời gian

t (giây) là 29,42,395)( ttth  với 0t . Hỏi vật đạt độ cao lớn nhất là bao

nhiêu và lúc đó diễn ra thời điểm t nào?
Bài giải

Xét hàm số 2( ) 5 39,2 4,9h t t t   với 0.t 

Ta có: ( ) 9,8 39,2.h t t   

( ) 0 9,8 39,2 0 4.h t t t       

Bảng biến thiên
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t 0 4 
)(th + 0 -

)(th

4,83

Vậy vật đạt độ cao lớn nhất là 83,4 m tại thời điểm 4s.t 

Bài 3. Cho mạch điện xoay chiều như hình vẽ:

Hiệu điện thế 2 đầu đoạn mạch AB: 85 2 sin100  V; 70  Ω; 80  Ωu t R r  

cuộn dây có L thay đổi được, tụ điện có C thay đổi được. Điều chỉnh
3  H

2
L


 rồi thay đổi điện dung .C Tìm điện dung C để MBU cực tiểu?

Bài giải

Ta có: 3. 100 . 150 Ω;
2LZ L 


   85 2 85 V.
2

U  

Tổng trở: 2 2 2 2( ) ; ( ) .L C MB L CZ R Z Z Z r Z Z     

Khi đó
2 2 2 2

2 22 2

( ) ( ). . .
( ) ( )( ) ( )

L C L C
MB MB MB

L CL C

U r Z ZU r Z ZU I Z Z U
Z R r Z ZR r Z Z

   
    

    

Đặt 2( )L Cx Z Z  ( 0).x 
2 2 2 2

2 2 2 2
( ) 80 80

( ) ( ) (70 80) 150
L C

L C

r Z Z x xy
R r Z Z x x

   
  

     

MBU U y 

MBU cực tiểu khi y đạt giá trị nhỏ nhất.

Khảo sát hàm
2

2
80 .

150
xy
x






Lấy đạo hàm rồi thu gọn
 

2 2

22

150 80 0.
150

y
x

  

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Vì   0y x  với 0x  , y là hàm tăng theo .x Do đó y đạt giá trị nhỏ nhất tại
0.x 

Với 20 ( ) 0 150 L C L Cx Z Z Z Z       
31 1 10 (F).

. 15C

C
Z  

  

Vậy khi điện dung 31 .10 (F)
15

C


 thì MBU cực tiểu.

Bài 4. Cho mạch điện như hình vẽ:

200 2 cos100 V;ABU t 100 ΩR  ; 41 10  F.
2

C


 Cuộn dây thuần cảm và

có L thay đổi. Tìm độ cảm L để AMU cực đại. Tính giá trị cực đại của ?AMU
Bài giải

Ta có: 1 200Ω.
.CZ C

 

+ Tổng trở: 2 2 2 2( ) ; .L C AM LZ R Z Z Z R Z    

+ UI
Z

 ;
2

2 2

.
21

AM

C C L

L

UU
Z Z Z
R Z







Đặt
2

2 2
21 .C C L

L

Z Z Zy
R Z


 


 AMU cực đại khi y đạt giá trị nhỏ nhất.

Lấy đạo hàm rồi thu gọn:
2 2

2 2 2
2 ( ) .

( )
C L C L

L

Z Z Z Z Ry
R Z

  


2 20 0L C Ly Z Z Z R     

2 2200 100 0L LZ Z   

241,42,
41,42.

L

L

Z
Z


   

Vì 0LZ  nên loại trường hợp 41,42 Ω.LZ  
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Bảng biến thiên

LZ 0 241,42 

y  0 

y
0,172

Từ bảng biến thiên: min 0,172y  khi 241,42 Ω.LZ 

Suy ra: max
min

200 482,2 V.
0,172AM

UU
y

  

241,42 0,768 H.
100

LZL
 

  

Vậy khi độ cảm 0,768 HL  thì hiệu điện thế đoạn AM có giá trị cực đại là

482,2  V.

Bài 5. Mạch RLC mắc nối tiếp:

Hiệu điện thế 2 đầu đoạn mạch 2120 2 cos100  V; 80 Ω;  H,u t R L


   tụ

điện có C thay đổi được. Thay đổi điện dung C để công suất tiêu thụ trên đoạn
mạch cực đại. Tìm giá trị cực đại của công suất?

Bài giải

Ta có: 2. 100 . 200 Ω;LZ L 


   120 2 120V.
2

U  

Tổng trở: 2 2( ) .L CZ R Z Z  

Công suất tiêu thụ tên đoạn mạch:
2 2

2 2 2 .
( )L C

U R U RP
Z R Z Z

 
 

Đặt Cx Z  0 .x 
2 2 2 2 2( ) 80 (200 ) 400 46400L Cy R Z Z x x x        
2U RP
y

 

 P cực đại khi y đạt giá trị nhỏ nhất.

Khảo sát: 2 400 46400.y x x  
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Lấy đạo hàm : 2 400.y x  

0 2 400 0y x    

200.x 
Bảng biến thiên

CZ 0 200 

y  0 

y
6400

Từ bảng biến thiên: min 6400y  khi 200  Ω.CZ 

Suy ra:
2 2

max
min

120 .80 180 W.
6400

U RP
y

  

4
1 1 1  F.
. 200.100 2.10C

C
Z   

  

Vậy khi điện dung 4
1  F

2.10
C


 thì công suất có giá trị cực đại là 180W.

Bài 6. Một mạch nối tiếp gồm: 30Ω,R  cuộn dây có trở kháng trong

10Ωr  và độ tự cảm 0,05H.L  Tụ điện có điện dung C thay đổi. Nguồn có

220V,U  60Hz.f  Điện áp hiệu dụng trên dây LU đạt giá trị cực đại khi nào?

Tính giá trị cực đại của điện áp hiệu dụng trên dây LU và giá trị điện dung C

tương ứng?
Bài giải

Ta có: 2 2 .60 120  rad/s.f     

. 120 .0,05 6  Ω.LZ L    

Dòng trong mạch:
2 2

.
( ) ( )L C

UI
R r Z Z


  

Điện áp hiệu dụng trên cuộn dây:
2 2

2 2
2 2

.
( ) ( )

L
L L

L C

U r Z
U I r Z

R r Z Z


  
  

Xét hàm theo CZ : 22 )()( CLZ ZZrRy
C


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CZ

L
L y

ZrU
U

22 


LU cực đại khi
CZ

y đạt giá trị nhỏ nhất.
Khảo sát 2 2( ) ( ) .

CZ L Cy R r Z Z   

Lấy đạo hàm 2( ).L Cy Z Z  

0 2.( ) 0 6  Ω.L C L Cy Z Z Z Z        

Vậy điện áp hiệu dụng trên cuộn dây đạt giá trị cực đại khi điều kiện cộng
hưởng giữa hai đoạn dây thỏa mãn.
Bảng biến thiên

CZ 0 6 

y  0 

y
1600

Suy ra:
2 2 2 2

max
min

. 220 10 (6 ) 117,36  V.
1600

C

L
L

Z

U r Z
U

y
 

  

41 1 1,407.10  F.
. 6 .120C

C
Z   

  

Vậy khi điện dung 41,407.10 FC  thì điện hiệu dụng trên cuộn dây đạt giá trị
cực đại là 117,36 V.

Bài 7. Để giảm nhiệt độ trong phòng từ 28 C, một hệ thống làm mát

được phép hoạt động trong 10 phút. Gọi T (đơn vị C ) là nhiệt độ phòng ở phút

thứ t được cho bởi công thức 2816,0008,0 3  ttT với [1;10].t Tìm

nhiệt độ thấp nhất trong phòng đạt được trong thời gian 10 phút kể từ khi hệ
thống làm mát bắt đầu hoạt động?

Bài giải

Xét hàm số 2816,0008,0 3  ttT với [1;10].t 
20,024 0,16 0T t     với [1;10].t 

Suy ra T nghịch biến trên [1;10].
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Vì T nghịch biến trên đoạn đóng, giá trị lớn nhất xảy ra khi 1t và nhỏ nhất
xảy ra khi 10.t 
Xét các giá trị biên:

(1) 0,008 0,16 28 27,832 C.T      

3(10) 0,008.10 0,16.10 28 18,4 C.T      

Vậy nhiệt độ thấp nhất trong phòng đạt được là 18,4 C trong thời gian 10 phút

kể từ khi hệ thống làm mát bắt đầu hoạt động.
Bài 8. Trong vật lý, một giao động điều hòa là dao động có phương trinhg

chuyển động ( ) cos( )x t A t   trong đó A là biên độ của dao động, (rad/s)

là tần số góc, (rad) là pha ban đầu. Động năng của một vật là năng lượng nó

có được từ chuyển động của nó được xác định bởi công thức 21 ,
2

W mv

( )(m/s)v t là vận tốc tại thời điểm t (giây). Giả sử một vật có khối lượng

200gm  dao động điều hòa với phương trình chuyển động:

40cos 200 cm.
3

x t    
 

Khi đó động năng vật đó đạt giá trị lớn nhất bằng bao

nhiêu? (Làm tròn đến hàng phần chục).
Bài giải

Để động năng vật đó đạt giá trị lớn nhất thì ( )(m/s)v t đạt giá trị lớn nhất.

Khi đó ta có:

( ) ( ( )) 40cos 200 8000 sin 200 cm/s.
3 3

v t x t t   
                 

Ta có: 8000 ( ) 8000 sin 200 8000 .
3

v t t           
 

Vậy ( )(m/s)v t đạt giá trị lớn nhất bằng 8 (m/s).

Khi đó động năng lớn nhất của vật là: 2 21 1 .0,2.(8 ) 63,2J.
2 2

W mv   

Bài 9. Một nguồn điện với suất điện động E và điện trở r được nối với
một biến trở R như hình vẽ. Với giá trị nào của biến trở thì công suất tỏa nhiệt
trên toàn mạch sẽ đạt cực đại?
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Bài giải

Theo công thức công suất tỏa nhiệt ta có:
2

2
2( )

REP RI
R r

 


với 0.R 

Xét hàm số
2

2( )
( )
REf R
R r




với 0.R 

Ta có:
2

2 2
4 3

( ) 2 ( )( ) .
( ) ( )

R r R R r r Rf R E E
R r R r

     
 

( ) 0 .f R R r   

Bảng biến thiên
R 0 r 

( )f R  0 

( )f R
( )f r

Từ bảng biến thiên suy ra:
2

max( ) ( ) .
4
Ef R f r
r

 

Vậy biến trở R r thì công suất tỏa nhiệt trên đoạn mạch sẽ đạt cực đại.
2.3.2.3. Bài toán tự luyện

Bài 1. Một vật chuyển động theo quy luật 3 22 12 10 7s t t t     với t là
khoảng thời gian tính từ lúc bắt đầu chuyển động và s là quãng đường vật đi
được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong khoảng thời gian 10 giây, kể từ lúc
bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu?
Bài 2. Cho mạch điện như hình vẽ:
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200 2 cos100  V.ABu t Điện trở 100ΩR  ; cuộn cảm 1 H,
3

L


 điện dung

C thay đổi được, vôn kế lý tưởng. Tìm giá trị của điện dung C để vôn kế có số
chỉ lớn nhất?
Bài 3. Cho mạch điện không phân nhánh 40Ω,R  cuộn dây có 20Ωr  và

0,0637H,L  tụ điện có điện dung thay đổi. Đặt vào hai đầu đoạn mạch một

điện áp xoay chiều có 50Hzf  và 120V.U  Điều chỉnh điện dung C để

điện áp hiệu dụng hai đầu cuộn dây đạt giá trị cực đại?
Bài 4. Đặt điện áp xoay chiều có giá trị hiệu dụng 120V, tần số 50Hz vào hai

đầu đoạn mạch mắc nối tiếp gồm điện trở thuần 3Ω; cuộn cảm thuần có độ tự

cảm 4 H


và tụ điện có điện dung thay đổi được. Điều chỉnh điện dung của tụ

điện để điện áp hiệu dụng giữa hai đầu cuộn cảm đạt giá trị cực đại?

Bài 5. Để tăng nhiệt độ trong phòng từ 18 C, người ta sử dụng cái máy sưởi

(máy được phép hoạt động trong 9 phút). Gọi T (đơn vị C ) là nhiệt độ phòng ở

phút thứ 11 được cho bởi công thức 189,0003,0 3  ttT với [1;12].t
Tìm nhiệt độ cao nhất trong phòng đạt được trong thời gian 9 phút kể từ khi máy
sưởi bắt đầu hoạt động?
Bài 6. Nếu một điện trở R được nối với một ắc-quy có suất điện động E và

điện trở trong r thì công suất tiêu thụ trên điện trở R là
2

2 ,
( )
REP
R r




trong đó

,R r được tính bằng ôm (Ω), E được tính bằng vôn (V) và P được tính bằng

oát (W). Cho 24VE  và 4Ω,r  còn R biến thiên thì công suất P đạt giá trị

cực đại bằng bao nhiêu W?

2.3.3. Bài toán cực trị trong kinh tế
2.3.3.1. Cơ sở lý thuyết
* Đạo hàm và giá trị biên tế trong kinh tế

Cho mô hình hàm số  y f x , x và y là các biến kinh tế

x: biến độc lập hay biến đầu vào,
y: biến phụ thuộc hay biến đầu ra.
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Trong quản trị kinh doanh, chúng ta quan tâm đến xu hướng thay đổi của
y, khi x thay đổi một lượng nhỏ.

Với định nghĩa đạo hàm trong toán cơ bản, ta có: 0 0
( ) lim

x

yf x
x 

 


khi

x đủ nhỏ, ta có thể viết:
0 0

0

0 0 0

( ) ( )    ( )

( ) ( ) ( ) .

y f x x f x f x
x x
y f x x f x f x x

     
 

       
Khi 01 ( ).x y f x    

Vậy đạo hàm biểu diễn xấp xỉ lượng thay đổi của biến số y khi biến số x
tăng thêm một đơn vị.

Với quan hệ hàm ( )y f x , để mô tả sự thay đổi của biến kinh tế y, khi

biến kinh tế x thay đổi, ta gọi 0( )f x là giá trị biên tế y tại 0x (còn gọi là biên tế).

Với mỗi hàm kinh tế, ta có một tên gọi riêng.
Ví dụ:

- Với hàm doanh thu: .TR p Q thì
dQ
dTR được gọi là doanh thu biên tế.

- Với hàm chi phí: ( )TC f x , x : sản lượng thì :
dx
df

dx
dTC

 chi phí biên tế.

- Với hàm sản xuất: ( )Q f L , L : lao động thì
dL
df

dL
dQ

 sản lượng biên tế.

2.3.3.2. Một số bài toán ứng dụng trong sản xuất kinh doanh
*Các bài toán tối đa hóa lợi nhuận:

Bài 1. Một công ty sản xuất một sản phẩm. Bộ phận tài chính của công ty
đưa ra hàm giá bán là ( ) 1 000 25p x x  , trong đó ( )p x (triệu đồng) là giá bán
của mỗi sản phẩm mà tại giá bán này có x sản phẩm được bán ra. Tính số doanh
thu đạt giá trị lớn nhất, khi đó có bao nhiêu sản phẩm được bán ra ?

Bài giải

Theo giả thiết doanh thu của công ty bằng giá bán của mỗi sản phẩm nhân với số
sản phẩm được bán ra.

Suy ra hàm doanh thu của công ty là: ( ) . ( )f x x p x .
Thay ( ) 1000 25p x x  ta có:

2( ) . ( ) (1000 25 ) 25 1000 .f x x p x x x x x     
Suy ra đạo hàm: ( ) 50 1000.f x x   

( ) 0 ( ) 50 1000 20f x f x x x        .
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Bảng biến thiên

x 0 20 40
( )f x + 0 -

( )f x

10 000

Ta có 2( ) 25 1000f x x x   đạt giá trị lớn nhất là 10 000 tại 20.x 
Vậy doanh thu đạt giá trị lớn nhất bằng 10 tỷ đồng, khi đó có 20 sản phẩm được
bán ra.

Bài 2. Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho
thuê mỗi căn hộ với giá 2 000 000 đồng mỗi tháng thì mọi căn hộ đều có người
thuê và cứ mỗi lần tăng giá cho thuê mỗi căn hộ 100 000 đồng mỗi tháng thì có
thể 2 căn hộ bị bỏ trống. Muốn có thu nhập cao nhất, công ty đó phải cho thuê
với giá mỗi căn hộ là bao nhiêu?

Bài giải

Gọi x là giá cho thuê thực tế của mỗi căn hộ ( 2000000x  đồng).

Số căn hộ cho thuê được ứng với giá cho thuê:

 1 150 2000000 90
50000 50000

x x     .

Gọi ( )F x là hàm lợi nhuận thu được khi cho thuê các căn hộ ( ( )F x : đồng).

Ta có: 21 1( ) 90 90
50000 50000

F x x x x x
 

      
 

.

Bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của 21( ) 90
50000

F x x x   với điều kiện

2000000.x 
1( ) 90

25000
F x x    .

1( ) 0 90 0 2 250 000
25 000

F x x x        .

Bảng biến thiên
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x 2 000 000 2 250 000 

( )F x + 0 -

( )F x
maxF

Suy ra ( )F x đạt giá trị lớn nhất khi 2 250 000.x 
Vậy công ty phải cho thuê với giá 2 250 000 đồng mỗi căn hộ thì được lãi lớn
nhất.

Bài 3. Công ty du lịch Star dự định tổ chức một tua xuyên Việt. Công ty
dự định nếu giá tua là 2 triệu đồng thì sẽ có khoảng 150 người tham gia. Để kích
thích mọi người tham gia, công ty quyết định giảm giá và cứ mỗi lần giảm giá
tua 100 ngàn đồng thì sẽ có thêm 20 người tham gia. Hỏi công ty phải bán giá
tua là bao nhiêu để doanh thu từ tua xuyên Việt là lớn nhất.

Bài giải

Gọi x (triệu đồng) là giá tua.

Giá đã giảm so với ban đầu là: 2 x .

Số người tham gia tăng thêm nếu giá bán x là:
 2 20

400 200
0,1
x

x


  .

Số người sẽ tham gia nếu bán giá x là:

150 (400 200 ) 550 220x x    .
Tổng doanh thu là:

2( ) (550 200 ) 200 550f x x x x x     .
( ) 400 550f x x    .

11( ) 0 400 550 0
8

f x x x        .

Bảng biến thiên

x 0 11
8



( )f x + 0 -

( )f x

3025
8
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Dựa vào bảng biến thiên ta thấy ( )f x đạt giá trị lớn nhất khi 11
8

x  .

Vậy công ty cần đặt giá tua 1 375 000 đồng thì tổng doanh thu sẽ cao nhất là
378 125 000 đồng.

* Các bài toán đối đa hóa doanh thu:

Bài 1. (Đề thi tốt nghiệp THPT 2025) Nếu một doanh nghiệp sản xuất x
sản phẩm trong một tháng   ;1 4 500x x   thì doanh thu khi bán hết số sản

phẩm đó là 2( ) 0,01 400F x x x   (nghìn đồng), trong khi chi phí sản xuất bình

quân cho mỗi sản phẩm là 30000( ) 270G x
x

  (nghìn đồng). Giả sử số sản

phẩm sản xuất ra luôn được bán hết thì trong một tháng, doanh nghiệp cần sản
xuất ít nhất bao nhiêu sản phẩm để lợi nhuận thu được lớn hơn 100 triệu đồng?

Bài giải

Ta có hàm lợi nhuận ( )P x với ( ) 100P x  triệu đồng:
2

2

0,01 400 30000 270
0,01 130 30000.

( ) ( ) ( ) ( )
        
P x F x xG x x x x

x x
      

   
Xét hàm:

2100000 0,01 130 130000.( ) ( )H x P x x x     
Ta cần tìm nhỏ nhất ,1 4500x x   sao cho ( ) 0H x  .

0,02 130.( )H x x   
1300 0,02 130 0  6500.

2
)

0,
(

0
H x x x        

Bảng biến thiên

x  6 500 

( )H x + 0 -

( )H x

maxH
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Miền xét  1;4500 nằm hoàn toàn bên trái 6 500, nên trên  1;4500 hàm H đồng
biến.

Do đó:

Nếu 0( ) 0H x  có nghiệm thực nhỏ 0 1091,6731x  , thì mọi 0x x trên miền sẽ
thỏa ( ) 0.H x 

Vì x phải là số nguyên, số nguyên nhỏ nhất thỏa là 1092.x 

Bài 2. Hãng kẹo K có hàm cầu 100M P  (M là sản lượng, P là giá bán)
và một hàm chi phí 3 22 37 166 50N M M M    . Xác định M để lợi nhuận tối
đa.

Bài giải
Ta có:

100M P  hay 100P M  .

Từ đó doanh thu là  100T M M  và hàm lợi nhuận là:

  3 221 )00 37 1 6 50( 6MT N M M M M      
3 22 36 66 50M M M    .

26 72 66d M M
dM


    .

2 1,
0 6 72 66 0

11.
Md M M
MdM

 
        

2

2 12 72d M
dM


   .
2

2 (1) 12.1 72 60 0d
dM


     .

2

2 (11) 12.11 72 60 0d
dM


      .

Từ đó  đạt cực đại khi 11,M  max (11) 918.  

Bài 3. Một doanh nghiệp sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Giả sử
khi sản xuất và bán hết x sản phẩm đó (0 2 000),x  tổng số tiền doanh
nghiệp thu được (đơn vị: chục nghìn đồng) là 2( ) 2000f x x x  và tổng chi phí
(đơn vị: chục nghìn đồng) doanh nghiệp chi ra là 2( ) 1440 50g x x x   . Giả sử
mức thuế phụ thu trên một đơn vị sản phẩm bán được là t (chục nghìn đồng)
(0 300)t  . Mức thuế phụ thu t (trên một đơn vị sản phẩm) sao cho nhà nước
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nhận được số tiền thuế phụ thu lớn nhất và doanh nghiệp cũng thu được lợi
nhuận lớn nhất theo mức thuế phụ thu đó là bao nhiêu?

Bài giải

Lợi nhuận doanh nghiệp thu được là:
2 2 2( ) (2000 ) ( 1440 50) 2 (560 ) 50h x x x x x tx x t x          với 0 2000x  .

Xét hàm
2( )  2 (560 ) 50h x x t x    với 0 2000x  .

Ta có

 560( ) 4 560 0 0;2000
4
th x x t x          .

Bảng biến thiên

x 0 560
4
t 2 000

( )h x + 0 -

( )h x

560
4
th  

 
 

Từ bảng biến thiên ta thấy lợi nhuận doanh nghiệp cao nhất khi:
560

4
tx 

 .

Khi đó số tiền thuế thu được từ doanh nghiệp là:
2540 560( )

4 4 4
t t tk t t 

   với 0 300t  .

Bảng biến thiên

x 0 280 300
( )k t + 0 -

( )k t

19 600
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Với 280 70.t x  

Từ bảng biến thiên ta thấy mức thuế phụ thu trên một đơn vị sản phẩm bán được
là 70 (sản phẩm). Vậy mức thuế phụ thu là 2 800 000 đồng/sản phẩm, doanh
nghiệp sản xuất và bán hết 70 sản phẩm.

* Các bài toán tự luyện:

Bài 1. Một cơ sở sản xuất khăn mặt đang bán mỗi chiếc khăn với giá 40 000
đồng một chiếc và mỗi tháng cơ sở bán được trung bình 3 500 chiếc khăn. Cơ sở
sản xuất đang có kế hoạch tăng giá bán để có lợi nhận tốt hơn. Sau khi tham
khảo thị trường, người quản lý thấy rằng nếu từ mức giá 40 000 đồng mà cứ
tăng giá thêm 1 500 đồng thì mỗi tháng sẽ bán ít hơn 80 chiếc. Biết vốn sản xuất
một chiếc khăn không thay đổi là 25 000. Hỏi cơ sở sản xuất phải bán với giá
mới là bao nhiêu để đạt lợi nhuận lớn nhất.

Bài 2. Một doanh nghiệp tư nhân A chuyên kinh doanh xe gắn máy các loại.
Hiện nay doanh nghiệp đang tập trung chiến lược vào kinh doanh xe Honda F
với chi phí mua vào một chiếc là 27 và bán ra với giá là 31 triệu đồng. Với giá
bán này thì số lượng xe mà khách hàng sẽ mua trong một năm là 600 chiếc.
Nhằm mục tiêu đầy mạnh hơn nữa lượng tiêu thụ dòng xe đang ăn khách này,
doanh nghiệp dự định giảm giá bán và ước tính rằng nếu giảm 1 triệu đồng mỗi
chiếc xe thì số lượng xe bán ra trong một năm là sẽ tăng thêm 200 chiếc. Vậy
doanh nghiệp phải định giá bán mới là bao nhiêu để sau khi đã thực hiện giảm
giá, lợi nhuận thu được sẽ là cao nhất.

Bài 3. Gia đình ông Thanh nuôi tôm với diện tích ao nuôi là 2100 ( )m . Vụ tôm
vừa qua ông nuôi với mật độ là 21 ( / )kg m tôm giống và sản lượng tôm khi thu
hoạch được khoảng 2 tấn tôm. Với kinh nghiệm nuôi tôm nhiều năm, ông cho
biết cứ thả giảm đi 2200 ( / )g m tôm giống thì sản lượng tôm thu hoạch được 2,2
tấn tôm. Vậy vụ tới ông phải thả bao nhiêu kg tôm giống để đạt sản lượng tôm
cho thu hoạch là lớn nhất? (Giả sử không có dịch bệnh, hao hụt khi nuôi tôm
giống).

Bài 4. Một cơ sở sản xuất khăn mặt hiện đang bán mỗi chiếc khăn với giá
30 000 đồng và trung bình mỗi tháng bán được 3 000 chiếc. Nhằm tăng lợi
nhuận, cơ sở dự định tăng giá bán. Qua khảo sát thị trường, người quản lý nhận
thấy rằng nếu từ mức giá 30 000 đồng mà mỗi lần tăng thêm 1 000 đồng thì số
lượng khăn bán ra mỗi tháng sẽ giảm 100 chiếc. Biết chi phí sản xuất cho mỗi
chiếc khăn không thay đổi, bằng 18 000 đồng. Xác định mức tăng giá để lợi
nhuận đạt lớn nhất.
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KẾT LUẬN CHƯƠNG 2
Trên cơ sở lý thuyết ở chương 1, chương 2 đã trình bày hệ thống các

phương pháp tìm cực trị, giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm một biến và hàm
nhiều biến với các bài tập cụ thể hay gặp trong chương trình toán phổ thông và
học phần giải tích ở đại học. Các dạng bài toán này thường hay xuất hiện trong
các kỳ thi tốt nghiệp phổ thông và thi học sinh giỏi phổ thông. Bên cạnh đó cũng
đưa ra một số bài ứng dụng thực tế trong các lĩnh vực: hình học, vật lý, kinh tế.

Trong hình học, cực trị có vai trò quan trọng trong việc giải quyết các bài
toán hình học đặc biệt là các bài toán tối ưu hóa độ dài, diện tích, thể tích và xác
định các vị trí đặc biệt của đối tượng hình học.

Trong vật lý, đạo hàm là công cụ toán học cơ bản để mô tả các đại lượng
biến thiên: Vận tốc tức thời là đạo hàm của quãng đường theo thời gian; gia tốc
là đạo hàm của vận tốc. Dùng để xác định tốc độ biến thiên của đại lượng vật lý
như nhiệt độ, điện áp, dòng điện, áp suất, tốc độ dòng chảy,... Giải thích động
lực học của các hệ vật lý như chuyển động thẳng, rơi tự do, dao động, chuyển
động tròn,...

Trong kinh tế, đạo hàm giúp giải quyết những bài toán tối ưu hoá: Tìm giá
trị lớn nhất, nhỏ nhất của các đại lượng liên quan đến chi phí, lợi nhuận, năng
suất,...

Thông qua các bài toán thực tiễn càng thấy rõ hơn vai trò của toán học,
đặc biệt của đạo hàm là công cụ toán học hữu hiệu, giúp kết nối lý thuyết với
thực tiễn.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ
1. Kết luận

Được sự đồng ý của nhà trường, chúng em đã tiến hành nghiên cứu đề tài
nghiên cứu khoa học: “Ứng dụng của đạo hàm để tìm cực trị và giá trị lớn nhất,
nhỏ nhất của hàm số”. Trong quá trình nghiên cứu, đề tài đã đạt được các kết
quả sau:

Hệ thống hóa được các kiến thức về đạo hàm liên quan đến cực trị và giá
trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số một biến và hàm số nhiều biến. Đặc biệt là các
định lý, các quy tắc về tìm cực trị và tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số
một biến và nhiều biến.

Hệ thống được một số các dạng bài tập và phương pháp giải, hệ thống bài
tập đưa ra các phương pháp giải các cái bài toán cực trị, giá trị lớn nhất, nhỏ
nhất. Trình bày một số các ứng dụng trong thực tế về lĩnh vực hình học, vật lý,
kinh tế.

Đề tài nghiên cứu đưa ra một cách có hệ thống phong phú các bài toán
minh họa cho mỗi dạng toán và các bài tập đề xuất và các ứng dụng rộng rãi của
ứng dụng đạo hàm để tìm cực trị và giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số.

Về cơ bản đề tài nghiên cứu khoa học đã đạt được các mục tiêu và hoàn
thành các nhiệm vụ đặt ra khi tiến hành nghiên cứu. Đề tài là tài liệu tham khảo
giúp các em học sinh, sinh viên rèn luyện kĩ năng làm bài và giải các bài tập về
phương pháp đạo hàm, tài liệu tham khảo hữu ích cho sinh viên ngành Sư phạm
Toán trường Đại học Hoa Lư khi học các học phần tự chọn. Và cũng chính từ
việc nghiên cứu đề tài này đã giúp cho bản thân chúng em rất nhiều trong quá
trình học tập và công tác sau này. Tuy nhiên, do là lần đầu nghiên cứu một vấn
đề khoa học nên đề tài nghiên cứu khoa học còn có thiếu sót, chúng em mong
muốn nhận được các ý kiến đóng góp của các thầy cô để đề tài được hoàn thiện
hơn. Chúng em xin chân thành cảm ơn!

2. Kiến nghị

Đưa tài liệu vào sử dụng là tài liệu tham khảo cho sinh viên chuyên ngành
Sư phạm Toán trường Đại học Hoa Lư.
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